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НАВАНТАЖУВАННІ З УРАХУВАННЯМ ТЕРТЯ 
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Отримано чисельний розв’язок квазістатичної контактної задачі про взаємодію жорсткого 

циліндричного штампа з плоскою підошвою і пружного півпростору при наявності тертя Кулона 

між ними. Навантаження штампа здійснювалося в два етапи. На початку, за рахунок монотонно 

зростаючого нормального зміщення, штамп вдавлювався в півпростір на фіксовану величину 

заглиблення. Потім, за рахунок монотонного зменшення нормального зміщення, відбувався 

другий етап неповного розвантаження. У постановці задачі використовувалася гіпотеза про 

можливість малого збурення умов процесу навантажування взаємодіючих тіл у квазістатичних 

контактних задачах теорії пружності з урахуванням тертя Кулона. На основі цієї гіпотези крайові 

умови контактної взаємодії тіл на кожному кроці дискретного процесу навантажування виражені 

у вигляді рівностей і нерівностей. Отримані крайові умови є модифікацією крайових умов 

квазістатичної контактної задачі в класичній постановці. Механічний сенс цієї модифікації 

полягає у введенні малого запізнювання дії нормальних контактних напружень відносно 

дотичних контактних напружень на кожному кроці навантажування. Квазістатична контактна 

задача в модифікованій постановці зведена до послідовного розв’язування на кожному кроці 

навантажування системи нелінійних крайових інтегральних рівнянь. Чисельний алгоритм 

розв’язання отриманих систем полягав у їх дискретизації і використанні ітераційного процесу 

для розв’язання дискретного аналога системи на кожному кроці навантажування. Виконано 

порівняння отриманих чисельних результатів з відомим чисельним розв’язком задачі, а також з 

розв’язком квазістатичної задачі в немодифікованій постановці. Аналіз результатів показав, що 

прийнята модифікація квазістатичної постановки контактної задачі є коректною і 

запропонований підхід дозволяє отримати розв’язок цієї задачі, достатньо близький до її 

відомого чисельного розв’язку. 

Ключові слова: контактна задача, пружність, тертя Кулона, плоский штамп, розвантаження, 

інтегральне рівняння, ітераційний метод. 
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A numerical solution to the quasistatic contact problem of the interaction of a rigid flat cylindrical punch 

with an elastic half-space taking into account Coulomb friction is obtained. The process of loading the 

stamp was carried out in two stages. At the first stage, the punch was pressed into the half-space to the 

fixed value of indentation depth due to the monotonically increasing normal displacement. Then, due to 

the monotonous decrease in the normal displacement of the stamp, the second stage of incomplete 

unloading was realized. The statement of the problem is based on the original hypothesis of the 

possibility of a small perturbation of the loading conditions in quasistatic frictional contact problems of 

elasticity. New modification of boundary conditions of the quasistatic contact problem is obtained using 

this hypothesis. The boundary conditions for contact interaction of bodies at each step of discrete 

loading process are expressed as a system of equalities and inequalities. Mechanical meaning of this 

modification is an introduction of a small delay in action of normal contact stresses with respect to 

tangential contact stresses at each step of loading process. The quasistatic contact problem in the 

modified formulation is reduced to a series of similar systems of the non-linear boundary integral 

equations. Each of the obtained systems describes the conditions of contact interaction at each step of 

loading. Numerical algorithm for solving these systems consisted of discretizing the obtained integral 

equations and using the iterative process to solve the discrete analog of the system at each loading step. 

The obtained numerical results are compared with the well-known numerical solution of the problem, as 

well as with the solution of a quasistatic problem in an unmodified statement. The analysis of the results 

showed that the accepted hypothesis about the modification of the quasistatic statement is correct for 

this contact problem and the proposed approach allows us to obtain a solution which is close enough to 

known numerical solution of this problem. 

Key words: contact problem, elasticity, Coulomb friction, flat punch, unloading, integral equation, iterative 

method. 

ВСТУП 

Одним із суттєвих факторів, що впливають на міцність і знос взаємодіючих елементів різних 

механічних систем, є тертя, що виникає на контактуючих поверхнях елементів цих систем. 

Основна трудність урахування тертя в контактних задачах полягає в тому, що на поверхні 

контакту виникають зони часткового зчеплення і проковзування, які заздалегідь невідомі. Ця 

обставина призводить до появи геометричних і фізичних нелінійностей у таких задачах, що 

істотно ускладнює їх розв’язання. Уперше аналітичний розв’язок задачі про контакт 

ідентичних пружних куль з частковим проковзуванням було отримано в роботах C. Cattaneo 

[1] і R. D. Mindlin [2]. Плоска контактна задача про вдавлювання прямокутного штампа в 

пружну півплощину при невідомій межі областей зчеплення і проковзування вперше 

розв’язана Л. О. Галіним [3]. Розв’язок осесиметричної задачі для тіл з різними пружними 

властивостями знайдено в роботах [4, 5]. Узагальнений метод Вінера–Хопфа для розв’язання 

сингулярних інтегральних рівнянь деяких плоских і осесиметричних контактних задач 

використовувався в роботах [6, 7]. Особливий інтерес, обумовлений часто спостережуваними 

на практиці ушкодженнями поверхонь деталей при немонотонних навантаженнях, 

представляє дослідження розподілу контактних зусиль, що розвиваються в результаті тертя 

на контактній поверхні, при зменшенні зовнішнього навантаження, а також під дією 

коливальних сил. Перші спроби таких досліджень зроблені в роботах [8-11]. Досліджуючи 

випадок розвантаження для плоского кругового штампа, J. R. Turner встановив [8], що на 

початковій стадії розвантаження зона проковзування зміщується до центру й одночасно на 

межі ділянки контакту утворюється вузька кільцева зона зчеплення. R. D. Mindlin і 

H. Deresiewicz у роботі [9] дослідили розподіли поверхневих зусиль при контакті двох 

сферичних тіл під дією різних комбінацій нормального і дотичного навантажень. У роботах 

mailto:strelkiny@gmail.com


144 Vìsnik Zaporìzʹkogo nacìonalʹnogo unìversitetu. Fìziko-matematičnì nauki 

Фізико-математичні науки  ISSN 2518-1785 (Online), ISSN 2413-6549 (Print) 

[10, 11] виконані експериментальні дослідження контактної взаємодії сферичних тіл за 

наявності коливальних навантажень. Водночас слід зазначити, що чисельні методи 

розв’язання контактних задач такого типу в літературі досліджені недостатньо. Такі методи, 

як правило, ґрунтуються на варіаційній постановці задачі [12] або на її зведенні до 

операторних рівнянь [13-15]. У багатьох випадках при використанні нелінійних крайових 

інтегральних рівнянь автори обмежуються розглядом контактних задач без урахування тертя 

[13] або задач, у яких тертя враховується за умови повного проковзування тіл [14]. Перевага 

методу нелінійних крайових інтегральних рівнянь, запропонованого в роботі [15], полягає в 

тому, що він дозволяє враховувати часткове зчеплення і проковзування на поверхні 

контакту, а також історію зовнішнього навантаження в процесі взаємодії контактуючих тіл.  

Метою даної статті є розв’язання контактних задач про фрикційну взаємодію пружних тіл 

при комбінованих немонотонних навантаженнях, а також визначення впливу малого 

збурення умов процесу навантаження взаємодіючих тіл на точність отриманих розв’язків. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо просторову контактну задачу про взаємодію плоского циліндричного штампа 

радіуса  та пружного півпростору. Вважатимемо, що для взаємодіючих тіл виконано 

наступні умови: штам є абсолютно жорстким тілом; півпростір є лінійно-пружним і 

ізотропним; пружні переміщення точок півпростору малі  порівняно з розмірами поверхні 

контакту. Нехай у ненавантаженому стані підошва штампа дотикаєтеся до площини, що 

обмежує півпростір. Введемо у просторі пов’язану зі штампом прямокутну декартову 

систему координат  (рис. 1). Нехай під дією невідомого заздалегідь зовнішнього 

навантаження, що змінюється у часі, штамп здійснює задане залежне від часу  переміщення 

. Припустимо, що взаємодія тіл супроводжується поверхневим тертям, що описується 

законом Кулона [16]. Потрібно знайти розподіл питомого контактного навантаження, що діє 

на підошву штампа з боку пружного півпростору. 

Вважаючи, що вектор  повільно змінюється 

при зміні часу  від  до фіксованого значення 

, будемо нехтувати інерційними і хвильовими 

ефектами. Виконаємо дискретизацію процесу 

контактної взаємодії тіл, розглядаючи його як 

скінченне число  послідовних станів рівноваги 

(кроків навантажування) в моменти часу , 

де . Введемо для 

вектора  і його компонентів на -ому кроці 

навантажування наступні позначення: 

. На основі гіпотези про можливість малого збурення умов 

навантажування шляхом введення запізнювання контактних тисків відносно дотичних 

контактних напружень [15] контактна задача заводиться до відшукування на кожному -му 

кроці навантажування невідомих функцій , , , що задають нормальну і 

дотичні складові питомого контактного навантаження в обмеженій області  площини 

 (яка містить у собі ділянку контакту) і задовольняють в кожній точці  

наступним співвідношенням: 

R
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Рис. 1. Схема контактної взаємодії 
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  (1) 

де  – коефіцієнт тертя, а функції    задаються 

співвідношеннями 

  (2) 

в яких , . 

Інтегральні оператори впливу поверхневих напружень на поверхневі пружні переміщення, 

що входять у співвідношення (2), мають вигляд  

. 

Ядра  цих операторів визначаються відповідно до розв’язків Буссінеска та Черруті 

[17] з наступних співвідношень: 

 

 

 

  (3) 

У співвідношеннях (3) ,  і ,  – модулі Юнга і коефіцієнти Пуассона першого та 

другого тіла відповідно, а ,  та ,  – абсциси та ординати точок  і  області  

відповідно. Штамп вважатимемо умовно пружним тілом з нескінченним модулем Юнга, 

тобто приймемо  у співвідношеннях (3). 
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ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧІ  

ТА АЛГОРИТМ ЇХ ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ 

Використовуючи допоміжні дійсні функції вигляду [18]: 

    

систему (1) при фіксованому  можна звести до наступної системи нелінійних інтегральних 

рівнянь 

 

 (4) 

де  – довільне додатне число. Отже, розглянута контактна задача зводиться до 

послідовного розв’язання на кожному -му кроці системи нелінійних інтегральних рівнянь 

(4) відносно невідомих функцій .  

Нехай область  – це відкритий квадрат, обмежений паралельними осям ,  відрізками 

прямих, с центром у початку координат. Для отримання чисельного розв’язку системи (4) 

розіб’ємо  на  однакових неперетинних квадратів , орієнтованих подібно . 

Вважаючи, що при кожному фіксованому  невідомі функції , ,  

приймають на кожному граничному елементі  сталі значення , , , отримаємо 

для визначення цих значень наступну серію  систем, кожна з яких містить  скалярних 

нелінійних рівнянь: 

  (5) 

У системі (5) числові параметри  є елементами матриці податливості взаємодіючих тіл, а 

 визначають умови навантаження взаємодіючих тіл на -му кроці навантажування [15]. 
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Наближений розв’язок системи (5) при кожному фіксованому  шукатимемо за допомогою 

методу простої ітерації, використовуючи наступний ітераційний процес: 

  (6) 

У роботі [19] доведено, що збіжність ітераційного процесу (6) на кожному -му кроці 

навантажування при будь-якому виборі початкового наближення  

можна забезпечити належним вибором довільної додатної константи . При послідовному 

розв’язанні серії систем (5) за допомогою ітераційного процесу (6) природно обирати 

наближений розв’язок системи (5), отриманий на -му кроці навантажування, за 

початкове наближення на -му кроці. При  вважатимемо вектор початкового 

наближення нульовим. 

РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНИХ РОЗРАХУНКІВ 

Для чисельних розрахунків використовувались наступні вихідні дані. Радіус штампа 

 м. Модуль Юнга  і коефіцієнт Пуассона  півпростору були прийняті рівними 

 МПа і  відповідно. Коефіцієнт тертя . Відношення , де 

. Використовувалась поверхнева сітка, яка складалась з  

рівних квадратних граничних елементів з довжиною сторони  м. Процес 

навантажування складався з двох етапів: початкового етапу вдавлювання штампа в 

півпростір і наступного етапу «розвантаження» за рахунок зворотного переміщення штампа 

до певного значення величини заглиблення штампа в півпростір. Початковий етап 

навантажування здійснювався за  кроків згідно з наступним характером зміни нормального 

зміщення  штампа, вираженого у метрах: 

 . (7) 

Етап «розвантажування» здійснювався також за  кроків відповідно до співвідношення: 

 , (8) 

де  [8]. Величина  максимального заглиблення штампа в півпростір, що 

входить у співвідношення (7), (8), обиралась рівною м. Дотичні зміщення штампа  і 

 вздовж осей  і  вважались рівними нулю на всіх кроках навантажування. 

Чисельний розв’язок, отриманий на першому етапі навантажування при  у 

співвідношеннях (7), зіставлявся з відомим розв’язком цієї задачі [8] та з чисельним 
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розв’язком квазістатичної задачі в немодифікованій постановці [20] при  кроках 

навантажування, а також з чисельним розв’язком відповідної статичної задачі, отриманим 

згідно з [20] при одному кроці навантажування. На рис. 2 показано залежність безрозмірної 

величини  від безрозмірної координати , де  і  є відповідно дотичною і 

нормальною складовими питомого контактного навантаження у вузлових точках сітки, 

розташованих на осі ;  – радіус ділянки контакту (в розглянутому випадку ).  

 

Рис. 2. Розв’язок контактної задачі (монотонне навантажування) 

Тут суцільна лінія відповідає розв’язку [8], квадрати – отриманому чисельному розв’язку, 

круги – чисельному розв’язку квазістатичної задачі в немодифікованій постановці [20], 

символи «+» – чисельному розв’язку статичної задачі, отриманому згідно з [20]. Результати, 

наведені на рис. 2, свідчать про те, що отриманий чисельний розв’язок квазістатичної 

контактної задачі при  кроках навантажування відрізняється від розв’язку цієї задачі в 

немодифікованій постановці при  кроках навантажування несуттєво (відносна похибка не 

перевищує 2% відносно найбільшого значення величини ). Максимальне відхилення 

отриманого розв’язку від розв’язку [8] складає приблизно 5%, а в переважній більшості 

вузлових точок не перевищує 2%. Похибка в 5% досягається в точці, розташованій поблизу 

межі зони зчеплення, де функція  має високий градієнт (див. рис. 2). Представлені на 

рис. 2 результати також свідчать про те, що отриманий запропонованим методом чисельний 

розв’язок квазістатичної контактної задачі (при ) і отриманий згідно з [20] чисельний 

розв’язок відповідної статичної задачі (при ) практично співпадають. Цей факт 

доводить, що квазістатичну контактну задачу при монотонному вдавлюванні плоского 

циліндричного штампа в пружний півпростір можна розглядати в статичній постановці. 

На рис. 3 представлені результати, отримані при двохетапному навантаженні, що 

здійснювалося згідно зі співвідношеннями (7) і (8) при . Тут квадрати відповідають 

отриманому чисельному розв’язку, круги – чисельному розв’язку квазістатичної задачі в 

немодифікованій постановці [20], суцільна лінія – відомому чисельному розв’язку [8]. 

Результати, наведені на рис. 3, свідчать, що в переважній більшості вузлових точок 

центральної зони зчеплення і в зоні проковзування відхилення отриманого розв’язку від 

розв’язку [8] не перевищує  відносно максимального значення величини . Лише в 

окремих точках, розташованих біля межі зони проковзування, відносне відхилення 

порівнюваних розв’язків сягає . Максимальне значення цього відхилення, що дорівнює 

приблизно , досягається в точці на межі підошви штампа. Таке збільшення відхилення 

можна пояснити тим, що біля межі області контакту крива розв’язку [8] (суцільна лінія на 

рис. 3) має дуже високий градієнт. Порівняння отриманого чисельного розв’язку (квадрати 
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на рис. 3) з чисельним розв’язком цієї задачі в немодифікованій постановці (круги на рис. 3) 

свідчить про добру близькість порівнюваних величин. Максимальне відхилення 

порівнюваних розв’язків тут склало приблизно 3%. 

 

Рис. 3. Розв’язок контактної задачі (немонотонне навантажування з розвантаженням) 

ВИСНОВКИ 

Отримано чисельний розв’язок контактної задачі про фрикційну взаємодію плоского 

циліндричного штампа та пружного півпростору при немонотонному законі нормального 

навантажування штампа. Задача розглядалася в модифікованій квазістатичній постановці. 

Процес навантажування складався з початкового етапу монотонного вдавлювання штампа в 

півпростір і наступного етапу неповного розвантажування. Порівняння отриманих чисельних 

результатів з відомим розв’язком задачі [8], а також з чисельним розв’язком квазістатичної 

задачі в класичній постановці [20] показало, що прийнята в роботі [15] гіпотеза про 

можливість малого збурення умов навантажування тіл шляхом введення запізнювання 

контактних тисків відносно дотичних контактних напружень у співвідношеннях закону тертя 

Кулона є правомірною в розглянутій контактній задачі і розроблений на основі цієї гіпотези 

метод дозволяє отримати розв’язок задачі, близький до її відомого чисельного розв’язку. 
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