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МЕТОД РОТЕ У КОМБІНАЦІЇ З МЕТОДОМ ДВОБІЧНИХ 

НАБЛИЖЕНЬ РОЗВ’ЯЗАННЯ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ НАПІВЛІНІЙНОГО РІВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
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У роботі розглядається перша початково-крайова задача для напівлінійного рівняння 

теплопровідності. Задачі такого типу (з пошуком додатного розв’язку) часто виникають при 

математичному моделюванні процесів у хімічній кінетиці, теорії горіння, біології тощо. На 

основі модифікованого методу Роте вихідна нестаціонарна задача замінюється на кожному 

часовому шарі нелінійною крайовою задачею для рівняння з еліптичним оператором. Далі для 

знаходження додатного розв’язку цієї нелінійної крайової задачі будується метод послідовних 

наближень з двобічним характером збіжності. Для побудови такого методу та дослідження 

крайової задачі використовуються методи теорії нелінійних операторів у напівупорядкованих 

просторах. За допомогою методу функцій Гріна від нелінійної крайової задачі для еліптичного 

рівняння здійснюється перехід до еквівалентного інтегрального рівняння Гаммерштейна, яке 

розглядається як нелінійне операторне рівняння з гетеротонним оператором у просторі 

неперервних функцій, напівупорядкованому конусом невід’ємних функцій. Досліджуються 

властивості нелінійного інтегрального оператора, що входить у рівняння. Далі будуються сильно 

інваріантний конусний відрізок та дві ітераційні послідовності, які стартують з відповідних 
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кінців сильно інваріантного конусного відрізка. Перша з цих послідовностей є монотонно 

зростаючою і наближає шуканий розв’язок знизу, а друга є монотонно спадною і наближає 

шуканий розв’язок зверху. Наведено умови існування спільної границі цих послідовностей, тобто 

умови єдиності розв’язку нелінійних крайових задач методу Роте на кожному часовому шарі. 

Отримано апріорну й апостеріорну оцінки похибки наближеного розв’язку задачі. 

Обчислювальний експеримент проведено для задачі з гетеротонною степеневою нелінійністю. 

Отримано наближений розв’язок нестаціонарної задачі у момент часу 0,1 двома способами: з 

кроком 0,1 та з кроком 0,05, що дало можливість підвищити порядок апроксимації методу на 

одиницю і уточнити наближений розв’язок за правилом Рунге. Результати обчислювального 

експерименту подано у вигляді рисунків та таблиць з числовими даними. 

Ключові слова: напівлінійне рівняння теплопровідності, додатний розв’язок, сильно інваріантний 

конусний відрізок, гетеротонний оператор, двобічні наближення, функція Гріна. 
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In this paper, we consider the first initial-boundary problem for the semi-linear heat equation. Problems 

of this type (with the search for a positive solution) often arise in the mathematical modeling of 

processes in chemical kinetics, combustion theory, biology, and others. Based on the modified Rothe 

method, the original non-stationary problem is replaced at each time layer by a nonlinear boundary-

value problem for an equation with an elliptic operator. Next, for finding a positive solution of this 

nonlinear boundary value problem, a method of successive approximations with a two-sided character of 

convergence is constructed. To construct such a method and study the boundary value problem, methods 

of the theory of nonlinear operators in semi-ordered spaces are used. Using the Green’s functions 

method of nonlinear boundary value problems for an elliptic equation, a transition to an equivalent 

Hammerstein integral equation is considered, which is investigated as a nonlinear operator equation with 

a heterotone operator in the space of continuous functions that is semi-ordered by a cone of non-

negative functions. The properties of a nonlinear integral operator included in the equation are studied. 

Next, a strongly invariant cone segment and two iterative sequences are constructed which start from the 

corresponding ends of a strongly invariant cone segment. The first of these sequences is monotonically 

increasing and approximates the desired solution from below, and the second is monotonically 

decreasing and brings the desired solution from above. Conditions for the existence of a common limit 

of these sequences are given, that is, the conditions for uniqueness of the solution of nonlinear boundary 

value problems of the Rothe method on each time layer. A priori and a posteriori estimation of the error 

of the approximate solution of the problem was obtained. A computational experiment was carried out 

for a heterotone power nonlinearity problem. An approximate solution of a non-stationary problem at 

time moment 0.1 was obtained in two ways: with a step of 0.1 and a step of 0.05, which made it possible 

to increase the order of approximation of the method per unit and to clarify the approximate solution 

according to the Runge rule. The results of the computational experiment are presented in the form of 

figures and tables with numerical data. 

Key words: semilinear heat equation, positive solution, strongly invariant cone segment, heterotone operator, 

two-sided approximations, Green’s function. 

ВСТУП 

Задачі математичного моделювання у теплофізиці, хімії, біології тощо призводять до 

необхідності розв’язання початкових або початково-крайових задач для квазілінійного 

рівняння вигляду ,  [2, 8, 10, 13]. Дослідженню задач 

для цього рівняння присвячено багато праць, зокрема роботи [1-3, 8, 10, 13]. Серед методів 

його чисельного аналізу можна виділити скінченно-різницеві методи (метод сіток) та 

напівдискретні методи (метод прямих, або метод Роте) [11, 14]. Ця робота продовжує 

дослідження, розпочаті у [4, 12], і розповсюджує їх на нестаціонарні задачі на прикладі 

квазілінійного рівняння теплопровідності. 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Метою роботи є розробка напівдискретних методів у комбінації з методом двобічних 

наближень розв’язання початково-крайової задачі 

 ,   ,   , (1) 

 ,   ,   , (2) 

 ,   , (3) 

 ,   , (4) 

де  – обмежена вимірна за Жорданом область з  чи  з кусково-гладкою межею   

( ), , якщо , і , якщо . 

Позначимо . Вважатимемо, що 

  неперервна і додатна, якщо ,   , (5) 

  неперервна і додатна, якщо , . (6) 

2. ПОБУДОВА НАПІВДИСКРЕТНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 

ЗАДАЧІ (1)-(4) МЕТОДОМ РОТЕ 

На відрізку  введемо сітку з кроком , яка складається з точок , , 

, і позначимо 

 ,   . 

Відповідно до методу прямих (методу Роте) в рівнянні (1) диференціальний оператор  

апроксимуємо відношенням скінченних різниць і розв’язок задачі (1)-(4) шукатимемо вздовж 

прямих . 

Тоді з похибкою  рівняння (1) на прямій ,  замінюється нелінійним 

еліптичним рівнянням 

 . (7) 

Рівняння (7) є певною модифікацією класичного методу Роте [14], бо на -му часовому шарі 

використовує поточне значення  при апроксимації нелінійності , а не попереднє 

значення . 

Відповідно до початкової умови (4) на нульовому часовому шарі  матимемо 

 . (8) 

Використовуючи крайову умову (3), отримаємо крайову умову на функцію : 
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Отже, розв’язання початково-крайової задачі (1)-(4) зводиться до розв’язання послідовності 

нелінійних еліптичних крайових задач 

 ,   , (9) 

 ,   , (10) 

 ,   ; (11) 

 . 

Зауважимо, що умова (6) означає, що , . 

Збіжність методу Роте при  доведена у різних класах гладких та узагальнених 

розв’язків для широкого класу нелінійностей у рівнянні (1) [6, 14]. 

Крайові задачі (9)-(11) розв’язуються послідовно, а отже, при розв’язанні задачі для  

функція  буде вже відомою. Тому праву частину рівняння (9) позначимо через 

: 

 . (12) 

Застосуємо для розв’язання кожної з задач (9)-(11) метод двобічних наближень на основі 

використання функції Гріна [4, 12]. 

3. РОЗВ’ЯЗАННЯ АПРОКСИМУЮЧИХ РІВНЯНЬ 

МЕТОДОМ ДВОБІЧНИХ НАБЛИЖЕНЬ 

Розглянемо задачу (9)-(11) для деякого фіксованого . Якщо  – функція Гріна першої 

крайової задачі для оператора Гельмгольця  в області , то задача (9)-(11) 

еквівалентна інтегральному рівнянню Гаммерштейна 

 . (13) 

Рівняння (13) розглядатимемо у банаховому просторі  функцій, неперервних у . 

Норма у  вводиться за правилом . У просторі  виділимо конус 

 невід’ємних функцій. Конус  у  є нормальним (і 

навіть гострим) [5, 9]. За допомогою конуса  у просторі  введемо 

напівупорядкованість за правилом: 

 для  , якщо , 

тобто 

 , якщо  для всіх . 

Шукатимемо узагальнений розв’язок  крайової задачі (9)-(11), тобто неперервний 

розв’язок інтегрального рівняння (13). 
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Введемо у розгляд нелінійний інтегральний оператор , що діє у  за правилом 

 . (14) 

Нехай функція , що задовольняє умовам (5), дозволяє діагональне подання 

, де невід’ємна функція  є неперервною за сукупністю 

змінних , , , , монотонно зростає за  і монотонно спадає за  для всіх , 

. Тоді функція  вигляду (12) теж дозволятиме діагональне подання, тобто 

, де функція  задаватиметься рівністю 

 . (15) 

Завдяки неперервності і невід’ємності у  функції  функція  буде 

неперервною за сукупністю змінних , ,  невід’ємною функцією, що монотонно зростає 

за  і монотонно спадає за  для всіх . 

Отже, оператор  вигляду (14) буде гетеротонним із супровідним оператором 

 . (16) 

Оператори  і  є цілком неперервними. 

Оператор  вигляду (14) матиме такі властивості: 

а) є додатним оператором, тобто залишає інваріантним конус : якщо , то і 

; 

б) є -додатним оператором з функцією , яка задається формулою 

 , (17) 

тобто для будь-якого  існують такі числа , , що 

; 

в) є гетеротонним оператором із супровідним оператором вигляду (16), якщо функція 
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г) є псевдоувігнутим і навіть -псевдоувігнутим оператором функцією , яка має 

вигляд (17), якщо виконується умова: для всіх  і при будь-якому  

 ,   ,   . (18) 
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будь-яких ненульових елементів ,  з  маємо, що , і для всіх 

 та будь-якого  виконується нерівність . Умова 

-псевдоувігнутості для псевдоувігнутого оператора є більш жорсткою, ніж умова просто 

псевдоувігнутості [9]: для всіх  та будь-якого  існує  

таке, що має місце нерівність . 

Далі вважатимемо, що оператор  вигляду (14) є гетеротонним із супровідним оператором 

 вигляду (16). Побудуємо метод двобічних наближень знаходження додатного розв’язку 

інтегрального рівняння (13) (а отже, і крайової задачі (9)-(11)). 

Виділимо умовами ,  у конусі  сильно інваріантний для 

гетеротонного оператора  конусний відрізок . Це призводить до того, що для 

функцій  і  виконуватимуться нерівності 

    для всіх   , 

    для всіх   , 

або (з урахуванням (15))  

    для всіх   , (19) 

    для всіх   , (20) 

де позначено 

 . (21) 

Очевидно, що  для всіх  і . 

Тепер за схемою , , , починаючи з кінців 

відрізка , сформуємо ітераційний процес: 

 ,   , 

 ,   , 
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 ,   , (23) 

 ,   . (24) 

З формул (22), (23) випливає, що ,  для всіх , незалежно від 

того  та/або  чи  та/або . 

Послідовність функцій  є неспадною за конусом , а послідовність  є 

незростаючою за конусом . Тоді з нормальності конуса  випливає існування границь 

 і  цих послідовностей. 

Застосовуючи різні умови збіжності двобічних наближень до розв’язку нелінійної еліптичної 

крайової задачі [9], отримаємо наступні умови збіжності наближень (22)-(24) до розв’язку 

задачі (9)-(11). 

Теорема 1. Нехай  – сильно інваріантний конусний відрізок для гетеротонного 

оператора  вигляду (14) із супровідним оператором  вигляду (16) і система рівнянь 

 , (25) 

  (26) 

не має на  розв’язків таких, що . Тоді ітераційний процес (22)-(24) двобічно 

збігається у нормі простору  до єдиного на  неперервного додатного 

розв’язку  крайової задачі (9)-(11). 

Двобічна збіжність ітераційного процесу (22)-(24) означає виконання ланцюга нерівностей 

 . (27) 

Теорему 1 можна уточнити за рахунок накладання додаткових умов на функцію , 

за виконання яких система рівнянь (25), (26) не має на  розв’язків таких, що  

[9]. Мають місце такі твердження. 

Теорема 2. Нехай  – сильно інваріантний конусний відрізок для гетеротонного 

оператора  вигляду (14) із супровідним оператором  вигляду (16), , і для будь-

яких чисел , ,  таких, що , , і для всіх ,  має місце 

нерівність 

 , 

де . 

Тоді при кожному , , ітераційний процес (22)-(24) двобічно (у сенсі ланцюга 

нерівностей (27)) збігається у нормі простору  до єдиного на  неперервного 

додатного розв’язку  крайової задачі (9)-(11). 
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Теорема 3. Нехай  – сильно інваріантний конусний відрізок для гетеротонного 

оператора  вигляду (14) із супровідним оператором  вигляду (16), , і існує 

така неперервна на  функція , що функція  для всіх чисел ,  

таких, що , де , і для всіх  задовольняє нерівність 

 . 

Якщо , де , , то при кожному , , 

ітераційний процес (22)-(24) двобічно збігається (у сенсі ланцюга нерівностей (27)) у нормі 

простору  до єдиного на  неперервного додатного розв’язку  крайової 

задачі (9)-(11). При цьому для -ї задачі матиме місце оцінка 

 , 

де , . 

Використання умови (18) -псевдоувігнутості гетеротонного оператора  вигляду (14) із 

супровідним оператором  вигляду (16) призводить до такого результату. 

Теорема 4. Нехай  – сильно інваріантний конусний відрізок для 

гетеротонного оператора  вигляду (14) з супровідним оператором  вигляду (16), 

, і для всіх  і при будь-якому  

 ,   ,   . (28) 

Тоді при кожному , , ітераційний процес (22)-(24) двобічно збігається (у сенсі 

ланцюга нерівностей (27)) у нормі простору  до єдиного на  неперервного 

додатного розв’язку  крайової задачі (9)-(11). 

При реалізації розглянутого методу двобічних наближень за наближений розв’язок вихідної 

нестаціонарної задачі (1)-(4) на -му часовому шарі на -й ітерації приймаємо функцію 

 . (29) 

На кожній -й ітерації ми маємо зручну апостеріорну оцінку похибки для наближеного 
розв’язку (29): 

 , 

що є перевагою побудованого двобічного ітераційного процесу. 

Отже, якщо задана точність , то ітераційний процес розв’язання -ї задачі, , 

слід проводити до виконання нерівності 
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 . 

Тоді, застосовуючи запропонований метод двобічних наближень до крайових задач методу 

прямих на кожному часовому шарі, ми отримаємо набір функцій 

 , , , …, . (30) 

Відповідно до загальних теорем збіжності метода Роте [6, 14] з теорем 2-4 випливає 

збіжність запропонованої схеми до розв’язку задачі (1)-(4) при . 

Використовуючи, наприклад, апарат теорії інтерлінації [7], за набором функцій (30) можна 

побудувати наближений розв’язок задач (1)-(4) у вигляді функції , визначеної при 

всіх , . Цей наближений розв’язок має точність . Якщо зробити 

розрахунки з кроком , то отримаємо наближений розв’язок , який відповідно до 

правила Рунге можна уточнити до порядку  за формулою 

 . 

При чисельній реалізації методу двобічних наближень розв’язання задач (9)-(11) для 

побудови сильно інваріантного конусного відрізка , що виділяється умовами  

(19)-(20), можуть бути корисні наступні загальні рекомендації. 

Якщо функція  визначена при , то незалежно від того  чи 

, конусний відрізок  можна шукати у вигляді , . Це 

призводить до нерівностей 

    для всіх   , 

    для всіх   . 

Перша з цих нерівностей завжди виконуватиметься, а друга нерівність набуває вигляду 

 , 

де . 

Оскільки шуканий розв’язок задачі (9)-(11) задовольняє однорідну крайову умову, то у 

загальному випадку незалежно від того, визначена функція  при  чи ні, 

конусний відрізок  можна шукати у вигляді , . 

Тоді для визначення чисел ,  ( ) отримаємо систему нерівностей 
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 . 

4. ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ 

Розглянемо задачу (1)-(4) в одиничному квадраті  з 

 , (32) 

 , 

де , . 

Для функції  вигляду (32) обираємо . Умова -псевдо-

увігнутості (28), записана для функції  вигляду (32), призводить до нерівності 

 , 

яка виконуватиметься для всіх ,  і для будь-яких , якщо , 

. 

Функція Гріна першої крайової задачі для оператора Гельмгольця  в одиничному 

квадраті  має вигляд 

 , 

де , , . 

Шукаючи на -му часовому шарі кінці сильно інваріантного конусного відрізка  у 

вигляді , , відповідно до (31) для визначення чисел ,   

( ) отримаємо систему нерівностей 

 ,   , (33) 

де 

 ,   , 

 ,   , 

 ,   . 

Отже, для  і ,  згідно з теоремою 4 на кожному часовому шарі , 

, ітераційний процес 
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 ,   , (34) 

 ,   , (35) 

 ,   , (36) 

де ,  ( ) є розв’язком системи нерівностей (33), двобічно збігається до функції 

, яка є наближенням за модифікованим методом Роте для . 

Застосуємо розроблений метод двобічних наближень до знаходження наближення  до 

функції  на першому часовому шарі для , якщо , , . 

Знаходимо 

 ,   , 

 ,  ,  ,  ,  ,  . 

Розв’язок системи нерівностей (33) для обраних значень параметра наведено на рис. 1. 

 

Рис. 1. Розв’язок системи нерівностей (33) для першого часового шару ( ) 

Для реалізації ітераційного процесу (34)-(36) обираємо , . Для 

 було зроблено десять ітерацій. На рис. 2 наведено графіки верхніх  (суцільна 

лінія) та нижніх  (штрихована лінія) наближень до  для  у перерізі 

. На рис. 3 наведено поверхню, а на рис. 4 лінії рівня (з кроком ) наближеного 

розв’язку , а у табл. 1 наведено значення  у точках області  з 

координатами , . Розглядаючи відношення , 
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, похибок , отримали , що свідчить про 

геометричну швидкість збіжності ітераційної послідовності з таким показником. 

 

Рис. 2. Графіки верхніх  (суцільна лінія) та нижніх  (штрихована лінія) наближень до  для 

 у перерізі  для першого часового шару ( ) 

Таблиця 1 – Значення функції  у точках вигляду , 

 ( ) 

            

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 0 0,0458 0,0641 0,0730 0,0773 0,0786 0,0773 0,0730 0,0641 0,0458 0 

 0 0,0641 0,0961 0,1132 0,1218 0,1244 0,1218 0,1132 0,0961 0,0641 0 

 0 0,0730 0,1132 0,1360 0,1477 0,1513 0,1477 0,1360 0,1132 0,0730 0 

 0 0,0773 0,1218 0,1477 0,1613 0,1656 0,1613 0,1477 0,1218 0,0773 0 

 0 0,0786 0,1244 0,1513 0,1656 0,1700 0,1656 0,1513 0,1244 0,0786 0 

 0 0,0773 0,1218 0,1477 0,1613 0,1656 0,1613 0,1477 0,1218 0,0773 0 

 0 0,0730 0,1132 0,1360 0,1477 0,1513 0,1477 0,1360 0,1132 0,0730 0 

 0 0,0641 0,0961 0,1132 0,1218 0,1244 0,1218 0,1132 0,0961 0,0641 0 

 0 0,0458 0,0641 0,0730 0,0773 0,0786 0,0773 0,0730 0,0641 0,0458 0 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Знайдемо тепер розробленим методом наближення  і  до функції  на 

першому та другому часових шарах для , якщо , , . Для 

першого часового шару з  знаходимо 

,   , 

,  ,  ,  ,  ,  . 

0, 1, ..., 9k         ( ) ( )1
max

2

k k

k w v


  
x

x x
( 1)

( )
0,452

k

k






0.2 0.4 0.6 0.8
x1

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

w k x1,0,5 , v k x1,0,5

 ( )kw x  ( )kv x  1U 
x

0, 2, 4, 6k     2 0,5x  0,1 

 (10)

1U x    1 2, 0,1 ; 0,1r sx x r s  

, 0,1,...,10r s     0,1 

0

1 0x  1

1 0,1x  2

1 0,2x  3

1 0,3x  4

1 0,4x  5

1 0,5x  6

1 0,6x  7

1 0,7x  8

1 0,8x  9

1 0,9x  10

1 1x 

0

2 0x 

1

2 0,1x 

2

2 0,2x 

3

2 0,3x 

4

2 0,4x 

5

2 0,5x 

6

2 0,6x 

7

2 0,7x 

8

2 0,8x 

9

2 0,9x 

10

2 1x 

 1U x  2U x  ,u tx

1 0,05  1a  1  
1

2
p q 

2 0,05 

      
1 1

1 1 1 2 1 2 2

0 0

5 , 1 1ds G s s s s ds    x x s    
1 1

0 1 2

0 0

,u ds G ds  x x s

1

0 0,2083m  1

0 0,9649M  1

1 0,0770m  1

1 0,1666M  1

2 6,1659m  1

2 19,5828M 



120 Vìsnik Zaporìzʹkogo nacìonalʹnogo unìversitetu. Fìziko-matematičnì nauki 

Фізико-математичні науки  ISSN 2518-1785 (Online), ISSN 2413-6549 (Print) 

 

Рис. 3. Поверхня наближеного розв’язку  для першого часового шару ( ) 

 

Рис. 4. Лінії рівня (з кроком 0,02) наближеного розв’язку  для першого часового шару ( ) 

Розв’язок системи нерівностей (33) для обраних значень параметра наведено на рис. 5. 

Для реалізації ітераційного процесу (34)-(36) обираємо , . Для  

було зроблено дев’ять ітерацій. На рис. 6 наведено графіки верхніх  (суцільна лінія) 

та нижніх  (штрихована лінія) наближень до  для  у перерізі 

. На рис. 7 наведено поверхню, а на рис. 8 лінії рівня (з кроком ) наближеного 

розв’язку , а у табл. 2 наведено значення  у точках області  з координатами 

, . Розглядаючи відношення , , похибок 

, отримали , що свідчить про геометричну 

швидкість збіжності ітераційної послідовності з цим показником. 
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Рис. 5. Розв’язок системи нерівностей (33) для першого часового шару ( ) 

 

Рис. 6. Графіки верхніх  (суцільна лінія) та нижніх  (штрихована лінія) наближень до  для 

 у перерізі  для першого часового шару ( ) 

 

Рис. 7. Поверхня наближеного розв’язку  для першого часового шару ( ) 
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Таблиця 2 – Значення функції  у точках вигляду ,  

( ) 

            

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 0 0,0427 0,0583 0,0656 0,0689 0,0699 0,0689 0,0656 0,0583 0,0427 0 

 0 0,0583 0,0856 0,0994 0,1061 0,1081 0,1061 0,0994 0,0856 0,0583 0 

 0 0,0656 0,0994 0,1178 0,1269 0,1297 0,1269 0,1178 0,0994 0,0656 0 

 0 0,0689 0,1061 0,1269 0,1376 0,1409 0,1376 0,1269 0,1061 0,0689 0 

 0 0,0699 0,1081 0,1297 0,1409 0,1443 0,1409 0,1297 0,1081 0,0699 0 

 0 0,0689 0,1061 0,1269 0,1376 0,1409 0,1376 0,1269 0,1061 0,0689 0 

 0 0,0656 0,0994 0,1178 0,1269 0,1297 0,1269 0,1178 0,0994 0,0656 0 

 0 0,0583 0,0856 0,0994 0,1061 0,1081 0,1061 0,0994 0,0856 0,0583 0 

 0 0,0427 0,0583 0,0656 0,0689 0,0699 0,0689 0,0656 0,0583 0,0427 0 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Аналогічно для другого часового шару з  знаходимо 

,   , 

,  ,  ,  ,  ,  . 

 

Рис. 8. Лінії рівня (з кроком 0,02) наближеного розв’язку  для першого часового шару ( ) 

Розв’язок системи нерівностей (33) для обраних значень параметра наведено на рис. 9. 
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Рис. 9. Розв’язок системи нерівностей (33) для другого часового шару ( ) 

Для реалізації ітераційного процесу (34)-(36) обираємо , . Для 
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. На рис. 11 наведено поверхню, а на рис. 12 лінії рівня (з кроком ) наближеного 

розв’язку , а у табл. 3 наведено значення  у точках області  з координатами 

, . Розглядаючи відношення , , похибок 

, отримали , що свідчить про геометричну 

швидкість збіжності ітераційної послідовності з цим показником. 

 

Рис. 10. Графіки верхніх  (суцільна лінія) та нижніх  (штрихована лінія) наближень до  

для  у перерізі  для другого часового шару ( ) 
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Рис. 11. Поверхня наближеного розв’язку  для другого часового шару ( ) 

Таблиця 3 – Значення функції  у точках області  вигляду , 

, 0,1,...,10r s      

            

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 0 0,0491 0,0701 0,0808 0,0861 0,0877 0,0861 0,0808 0,0701 0,0491 0 

 0 0,0701 0,1072 0,1277 0,1382 0,1414 0,1382 0,1277 0,1072 0,0701 0 

 0 0,0808 0,1277 0,1551 0,1695 0,1739 0,1695 0,1551 0,1277 0,0808 0 
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 0 0,0701 0,1072 0,1277 0,1382 0,1414 0,1382 0,1277 0,1072 0,0701 0 

 0 0,0491 0,0701 0,0808 0,0861 0,0877 0,0861 0,0808 0,0701 0,0491 0 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 
Рис. 12. Лінії рівня (з кроком 0,02) наближеного розв’язку  для другого часового шару ( ) 
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На рис. 13 наведено поверхню, а на рис. 14 лінії рівня (з кроком ) наближення для 

, а у табл. 4 наведено значення цієї функції у точках області  з координатами 

, . 

Таблиця 4 – Значення наближення для  у точках області  вигляду 

,  

            

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 0 0,0524 0,0761 0,0886 0,0949 0,0968 0,0949 0,0886 0,0761 0,0524 0 

 0 0,0761 0,1182 0,1422 0,1546 0,1584 0,1546 0,1422 0,1182 0,0761 0 

 0 0,0886 0,1422 0,1742 0,1912 0,1965 0,1912 0,1742 0,1422 0,0886 0 

 0 0,0949 0,1546 0,1912 0,2110 0,2172 0,2110 0,1912 0,1546 0,0949 0 

 0 0,0968 0,1584 0,1965 0,2172 0,2237 0,2172 0,1965 0,1584 0,0968 0 

 0 0,0949 0,1546 0,1912 0,2110 0,2172 0,2110 0,1912 0,1546 0,0949 0 

 0 0,0886 0,1422 0,1742 0,1912 0,1965 0,1912 0,1742 0,1422 0,0886 0 

 0 0,0761 0,1182 0,1422 0,1546 0,1584 0,1546 0,1422 0,1182 0,0761 0 

 0 0,0524 0,0761 0,0886 0,0949 0,0968 0,0949 0,0886 0,0761 0,0524 0 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

  

Рис. 13. Поверхня наближення для  Рис. 14. Лінії рівня наближення для  

ВИСНОВКИ 

Для розв’язання першої початково-крайової задачі для квазілінійного рівняння 

теплопровідності у роботі вперше запропоновано комбінація модифікованого методу Роте і 

методу двобічних наближень на основі використання функції Гріна. Обчислювальний 

експеримент, проведений для задачі зі степеневою нелінійністю, продемонстрував можливості 
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та ефективність методу. Запропонований метод може бути використаний при розв’язанні 

прикладних задач, математичними моделями яких є початково-крайові задачі вигляду (1)-(4), і 

розповсюджений на задачі для квазілінійних гіперболічних рівнянь. Також за рахунок 

використання замість точної функції Гріна відповідної квазіфункції Гріна-Рвачова метод 

двобічних наближень можна буде використати для розв’язання відповідних задач в областях 

складної геометрії. Цим визначається наукова новизна та практична значущість отриманих 

результатів. 
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В исследовании проведено изучение состояния и решения проблемы, связанной с реверсным 

движением автопоезда, состоящего из тягача и двух полуприцепов со сцепными устройствами 

точно над задней осью тягача и полуприцепов («on-axlehitching» модель). На основе анализа 

подходов к синтезу законов управления таким автопоездом принято решение синтезировать 

требуемые законы управления (контроллеры) с использованием метода функций А. М. Ляпунова. 

Прямой метод А. М. Ляпунова для синтеза такого управления был уже применен для автопоезда 

с одним полуприцепом, но вследствие усложнения модели было решено использовать метод 
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