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К СИНТЕЗУ ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ НЕГОЛОНОМНОЙ МОДЕЛИ 
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В исследовании проведено изучение состояния и решения проблемы, связанной с реверсным 

движением автопоезда, состоящего из тягача и двух полуприцепов со сцепными устройствами 

точно над задней осью тягача и полуприцепов («on-axlehitching» модель). На основе анализа 

подходов к синтезу законов управления таким автопоездом принято решение синтезировать 

требуемые законы управления (контроллеры) с использованием метода функций А. М. Ляпунова. 

Прямой метод А. М. Ляпунова для синтеза такого управления был уже применен для автопоезда 

с одним полуприцепом, но вследствие усложнения модели было решено использовать метод 
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бэкстеппинга (backstepping), основанный также на методе функций А. М. Ляпунова и, в силу 

рекурсивности алгоритма, подходящего для решения этой проблемы при увеличении количества 

полуприцепов в составе автопоезда. В итоге, законы управления, обеспечивающие стабилизацию 

автопоезда при реверсном движении и удовлетворяющие ограничениям по управлению, были 

синтезированы с помощью методов бэкстеппинга и прямого метода А. М. Ляпунова. 

Синтезированные с помощью этих методов законы проверены с помощью численного 

моделирования в системе Maple, что позволило добиться высокого качества управления 

движением автопоезда по круговой траектории с помощью настройки коэффициентов 

регулятора. При этом закон, синтезированный с помощью метода бэкстеппинга, имеет два 

регулирующих коэффициента, в отличие от единственного при синтезе, по прямому методу 

А. М. Ляпунова, и позволяет добиться более тонкой настройки управления. Для сравнения 

синтезированных законов проводился анализ фазовых портретов траекторий, углов складывания 

и управления, ориентационных углов, а также выполнялся анализ качества переходных 

процессов при изменении скорости движения автопоезда. 

Ключевые слова: автопоезд, бэкстеппинг, контроллер, неголономная система, прямой метод 

А. М. Ляпунова, реверсное движение, робопоезд, синтез закона управления, «on-axle hitching» модель, 

Maple. 

ДО СИНТЕЗУ ЗАКОНІВ УПРАВЛІННЯ НЕГОЛОНОМНОЇ МОДЕЛІ 
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У дослідженні проведено вивчення стану і вирішення проблеми, пов’язаної з реверсним рухом 

автопоїзда, що складається з тягача і двох напівпричепів із зчіпними пристроями точно над 

задньою віссю тягача і напівпричепів («on-axle hitching» модель). На основі аналізу підходів до 

синтезу законів управління таким автопоїздом прийнято рішення синтезувати необхідні закони 

управління з використанням методу функцій О. М. Ляпунова. Прямий метод О. М. Ляпунова для 

синтезу такого управління широко використовується для автопоїзда з одним напівпричепом, але 

внаслідок ускладнення моделі було вирішено використовувати метод бекстеппінга (backstepping), 

заснований також на методі функцій О. М. Ляпунова і, в силу рекурсивності алгоритму, 

придатного для вирішення цієї проблеми при збільшенні кількості напівпричепів у складі 

автопоїзда. У підсумку закони управління, що стабілізують автопоїзд при реверсному русі з 

урахуванням обмежень з управління, були синтезовані за допомогою методів бекстеппінга і 

прямого методу О. М. Ляпунова. Синтезовані за допомогою цих методів закони перевірені за 

допомогою чисельного моделювання в системі Maple, що дозволило добитися високої якості 

управління рухом автопоїзда по круговій траєкторії за допомогою настройки коефіцієнтів 

регулятора. При цьому закон, синтезований за допомогою методу бекстеппінга, має два 

регулюючих коефіцієнти на відміну від єдиного при синтезі, за прямим методом О. М. Ляпунова, 

і дозволяє домогтися більш тонкого налаштування управління. Для порівняння синтезованих 

законів проводився аналіз фазових портретів траєкторій, кутів складання і управління, 

орієнтаційних кутів, а також виконувався аналіз якості перехідних процесів при зміні швидкості 

руху автопоїзда. 

Ключові слова: автопоїзд, бекстеппінг, контролер, неголономна система, прямий метод 

О. М. Ляпунова, реверсний рух, робопоїзд, синтез закону управління, «on-axle hitching» модель, Maple.  
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The current research contains studying of issue solutions state related to reverse motion of a road train 

reverse consisting of a tractor truck and two semitrailers with hitching units on the tractor truck rear axle 

directly (an “on-axle hitching” model). Based on analyzing approaches towards the kind of road train 

steering laws synthesis it’s decided to synthesize the required steering laws (controllers) using 
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Lyapunov’s functions method. Direct Lyapunov’s method for synthesizing the kind of controlling has 

been already applied for a road train with one semitrailer, but due to a model increased complexity and 

algorithm (suitable for solving this task with growing road train semitrailers number) recursiveness a 

backstepping method has been used which is also based on Lyapunov’s functions method. As a result, 

steering laws for stabilizing road train reverse motion and matching steering limitations have been 

synthesized using the backstepping and direct Lyapunov’s methods.  

Laws synthesized with these methods are checked via computational modeling in the Maple system 

which has allowed achieving high quality road train motion controlling along a circular trajectory using 

regulation factors configuration. It’s necessary to mind that the law synthesized with the backstepping 

method has two regulation factors unlike one only when synthesizing according to Lyapunov’s direct 

method and allows better steering fine tuning. 

Analyzing of trajectory phase portraits, folding and steering angles, orientation angles as well as 

transitions quality when changing road train motion speed has been performed for the synthesized laws 

comparison. 

As it’s known, two types of automatic steering tracking systems are used: given motion trajectory 

tracking systems and controlling systems or given curve path following.  

In the first case the trajectory sets desired variable conditions changing in the time function and this way 

the synthesized laws provide an effective solution. In the second case a desired curve path is set (can be 

set as a combination of straight lines and segments of an R radius circle) in the working space without 

being a time function. 

As system desired folding angles values are definitely related to the hitching point between the tractor 

truck and the first semitrailer trajectory R radius of curvature value, a law is also synthesized for 

following a curve path set with its own radius, and here in border-line cases (radius going to infinity or 

desired folding angle to zero) a straight line motion is received. 

Key words: road train, backstepping, controller, non-holonomic system, A. M. Lyapunov’s direct method, 

reverse motion, robot train, steering law synthesis, an “on-axle hitching” model, Maple. 

ВВЕДЕНИЕ 

Автопоезда, состоящие из тягача и пассивных полуприцепов, относятся к классу 

нелинейных, неголономных, структурно неустойчивых (при реверсном движении) 

динамических систем. Задача управления их движением (обратным ходом) является 

актуальной как с точки зрения теории, так и с точки зрения практической реализации 

программного движения с заданными ограничениями.  

При движении реверсом, без надлежащего управляющего воздействия, звенья автопоезда 

будут «выдавливать» друг друга, что сопровождается неограниченным ростом углов 

складывания (явление, известное как jackknifing), в то время, как при движении вперед 

полуприцепы будут «отслеживать» курсовой угол тягача. Поэтому в настоящее время 

автономные системы грузоперевозок являются объектом многочисленных 

исследовательских проектов, среди которых можно выделить работы по синтезу законов 

управления для реверсного движения таких систем. 

Задача об управлении движением автопоезда с несколькими полуприцепами в 

предположении реализации неголономных связей (отсутствие бокового проскальзывания 

опорных колес) имеет большое теоретическое и прикладное значение. Исследования в этой 

области стимулируются многочисленными прикладными задачами. 

Необходимо отметить, что работы в этом направлении активно ведутся за рубежом, 

особенно в последние годы. При этом для синтеза законов управления используется 

разнообразный математический аппарат: предлагаются методы управления и планирования 

движения такой системы, обусловленные исключительно геометрическими особенностями 

ее кинематики, сформулированными в каскадной форме [2], применение аппарата алгебр Ли 

[3, 4], нечеткой логики (fuzzy logic) [5], использование каскадной стратегии управления 

(VFO) [6], применение линейно-квадратичных контроллеров [7], нильпотентной 

аппроксимации [8] и прочее. Выполнен качественный анализ таких систем [9]. При этом, как 

правило, рассматриваются не только общие случаи решения проблемы управления, но и 

частные – для системы из одного и двух полуприцепов. 
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Главной целью исследования является синтез законов управления колесным модулем 

автопоезда при движении реверсом, обеспечивающих движение автопоезда в заданном 

коридоре. Последнее достигается наложением ограничений на величины углов складывания 

между звеньями автопоезда. 

В исследовании синтез закона управления проведен на основе метода функций 

А. М. Ляпунова (Ляпунова) и метода бэкстеппинга [10, 11]. При выборе функции Ляпунова 

были использованы результаты, полученные в процессе бэкстеппинга. Заметим, что прямой 

метод Ляпунова уже был успешно применен для синтеза закона управления с одним 

полуприцепом [1], однако метод бэкстеппинга, в силу рекурсивной природы алгоритма, 

очевидно, более эффективен при синтезе управления в случае наличия нескольких 

полуприцепов. 

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В основе математической модели управляемого движения сочлененного автопоезда реверсом 

лежат классические положения механики системы твердых тел (с учетом наличия 

неголономных связей). Задача синтеза программного управляемого движения решалась на 

основе строго обоснованных подходов теории автоматического управления и контроля 

динамических систем; корректность полученных результатов проверялась на основе 

независимого численного моделирования системы, а именно: 

 рассматривается кинематическая модель трехзвенного автопоезда с неголономными 

связями (отсутствие поперечных проскальзываний колесной системы); 

 для стабилизации движения реверсом такой системы используются методы функций 

Ляпунова (второй метод Ляпунова) в сочетании с методом бэкстеппинга, который 

также опирается на метод функций Ляпунова; 

 свойство устойчивости рассмотрено с точки зрения определения устойчивости по 

А. М. Ляпунову [13]; 

 при реализации метода бэкстеппинга необходимые символьные вычисления были 

проведены в среде Maple; 

 численное моделирование (интегрирование) уравнений управляемого движения модели 

автопоезда также проведено в среде Maple. 

Эмпирическое исследование заключалось в реализации управляемого движения масштабной 

физической модели, регистрации углов складывания и управляющего воздействия, что 

позволило выполнить оптимальную настройку регуляторов для обоих законов управления. 

2. СИНТЕЗ ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ 

2.1. Кинематическая модель системы 

Рассмотрим систему, состоящую из тягача с двумя пассивными полуприцепами, 

соединенными по модели «on-axle hitching», кинематическая схема которой изображена на 

рис. 1 [7]. 

Здесь , ,  – ориентационные углы объектов системы, , ,  – их линейные 

размеры,  – управление (угол поворота рулевых колес тягача). Введем обозначения: 

 – угол складывания между тягачом и первым полуприцепом,  – угол 

складывания между полуприцепами. На эти углы накладываются ограничения , 

ограничения на угол  определяются техническими возможностями управления. 

Согласно этой схеме, дополним использованную для системы тягач-полуприцеп систему 

дифференциальных уравнений [1] последним уравнением (производная угловой скорости 

второго полуприцепа): 

1 2 3 1L 2L 3L



1 1 2    2 2 3   

2i 


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  (1) 

где  – линейная скорость тягача.  

 

Рис. 1. Кинематическая схема системы 

2.2. Синтез закона управления по методу бэкстеппинга 

Синтезируем сначала закон управления по методу бэкстеппинга – с помощью рекурсивной 

процедуры, в которой совмещены задачи нахождения функции Ляпунова и 

соответствующего закона управления. Алгоритм бэкстеппинга заключается в том, чтобы 

сделать каждый интегратор объекта устойчивым путем добавления обратной связи, 

вычисленной по алгоритму [11, 12]. 

Обозначим желаемый угол складывания между полуприцепами как , при этом тот же 

угол, между тягачом и полуприцепом, может быть вычислен путем следующих рассуждений: 

при стационарном круговом движении ( ) все звенья автопоезда имеют одинаковую 

угловую скорость вращательного движения относительно вертикальной оси. Приравняв 

правые части двух последних уравнений системы (1), получим . 

Определим ошибку слежения  из последнего уравнения (1) и выберем 

функцию Ляпунова: 

 . (2) 

Вычислим ее производную, подставив необходимые выражения из системы (1): 

 . (3) 

Выберем новую переменную в виде: 

  (4) 

с коэффициентом  и новую функцию Ляпунова (в соответствии с алгоритмом 

бэкстеппинга) в виде: 
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 . (5) 

Дифференцируя эту функцию и полагая из вышеприведенных соображений: 

 , (6) 

где . 

Продифференцируем выражение (4) и приравняем его правую часть с правой частью 

уравнения (6), в результате получим соотношение для определения закона управления углом 

поворота рулевого колеса: 
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 (7) 

Дифференцирование отдельных выражений и определение закона управления (угла ) 

выполнено с использованием системы Maple. 

При этом структура сценария на внутреннем языке системы Maple имеет модульную 

структуру: синтез закона управления в символьном виде, запись СДУ, ввод данных, 

численное интегрирование, отображение фазовых портретов. 

2.3. Синтез закона управления по прямому методу Ляпунова 

Для прямого метода Ляпунова параметры его функции выберем, воспользовавшись 

результатами бэкстеппинга: 

 , (8) 

где  – собственно, выражение для бекстеппинга и 

  (9) 

из выражения (4). 

Вычислим соответствующие производные по правилам дифференцирования сложной 

функции с учетом значений производных ориентационных углов в (1): 

 , (10) 

 . (11) 

При этом в производной (10) можно явно выделить выражение для . Искомое управление 

входит в (11). 

Подстановка (10) и (11) в производную функции Ляпунова приводит к результату (11):  

  (12) 
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Вынося за скобки в (11)  и полагая выражение в скобках равным , решим это 

уравнение относительно искомого управления – угла . Синтезированный таким образом 

закон управления имеет вид: 

  (13) 

Синтезированный по этому методу закон управления содержит один регулирующий 

коэффициент  для выполнения условия отрицательной полуопределенности 

производной функции Ляпунова: 

 , (14) 

, поскольку скорость отрицательна. 

2.4. Синтез закона для реализации движения автопоезда по заданной маршрутной 

кривой 

Как известно, для управления транспортными средствами находят применение два типа 

следящих систем автоматического управления: системы слежения за заданной траекторией 

движения («trajectory tracking») и системы управления для следования по заданной 

маршрутной кривой («path following»). 

В первом случае траектория задает желаемое изменение переменных состояний в функции 

времени и, таким образом, синтезированные законы успешно ее решают. Во втором случае 

задается желаемая маршрутная кривая (может задаваться в виде комбинации прямых и дуг 

окружности радиуса ) в рабочем пространстве, не являющаяся функцией времени. 

Значения ,  однозначно связаны с величиной  – радиусом кривизны траектории 

точки сцепки между тягачом и первым полуприцепом ( ): 

; . Радиус окружности, по которой будет 

двигаться центр каждой опорной оси полуприцепа, определяется соотношением 

 ( ). 

Результаты численного моделирования подтверждают справедливость приведенных выше 

формул: вычисленные по этим формулам соответствующие радиусы и их значения, 

полученные из фазовых траекторий, совпадают с точностью до десятых долей процента.  

Таким образом, задавая радиус кривизны  траектории движения точки сцепки между 

тягачом и первым полуприцепом, можно вычислить значение необходимого угла 

складывания для любого из синтезированных выше законов по формуле 

. Если задать радиус окружности, по которой будет двигаться 

центр опорной оси второго полуприцепа, получим выражение . 

Примеры реализации предлагаемого закона управления для различных значений  и  

представлены ниже (рис. 2, 3). 

На представленных рисунках 2 и 3  – заданный радиус,  – вычисленный радиус,  – 

вычисленный угол складывания между полуприцепами. 

Хотя параметры установившегося движения неголономной модели автопоезда формально не 

зависят от величины продольной составляющей скорости тягача (особенность неголономной 
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постановки), на практике эта скорость должна быть порядка 1 м/с, чтобы не нарушались 

условия отсутствия поперечного проскальзывания опорных колес. 

При этом следует иметь в виду, что при или движение автопоезда будет 

стремиться к прямолинейному. 

 

 

Рис. 2. Траектория движения автопоезда при заданном радиусе кривизны траектории точки сцепки между 

тягачом и первым полуприцепом 

 

 

Рис. 3. Траектория движения автопоезда при заданном радиусе окружности, по которой будет двигаться центр 

опорной оси второго полуприцепа 

R  
2 0ref  
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3. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

При начальных условиях (условия Коши для СДУ), равных ориентационным углам тягача и 

полуприцепов, равных соответственно 0,  и  -π/5, получены фазовые портреты их 

траекторий движения (рис. 4). 

 

 

Рис. 4. Траектории движения тягача и прицепов 

Траектория тягача получена как результат численного интегрирования (1), а координаты 

траектории полуприцепов вычислены исходя из голономных связей: 

  (15) 

При этом углы складывания асимптотически сходятся к требуемым (желаемый – 36о, 

вычисленный – ~30.45o), что изображено на рис. 5 и 6. 

Для численного моделирования желаемый угол складывания для второго прицепа задан 

значением , длины тягача и полуприцепов, соответственно – 1, 2 и 2 м при скорости  

 м/c. Коэффициенты для бэкстеппинга , , для Ляпунова – . С этими 

параметрами достигается приемлемое практически одинаковое управление, показанное на 

рис. 7. 

При этом уравнение асимптоты  (рис. 7) получено из условия 

равенства производных по ориентационным углам тягача и первого прицепа из уравнения 
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Рис. 5. Стабилизация угла складывания между тягачом и полуприцепом 

 

Рис. 6. Стабилизация угла складывания между полуприцепами 

 

Рис. 7. Динамика изменения управления автопоездом 

Исследование переходных процессов при различных скоростях показало, что с увеличением 

модуля скорости они носят характер затухающих колебаний. На рис. 8 изображен такой 

процесс для угла складывания между прицепом и тягачом при скоростях м/с и  

м/с. 
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Рис. 8. Динамика изменения угла складывания между прицепом и тягачом при различных скоростях 

ВЫВОДЫ 

1. Выполнен обзор существующих комплексов теоретических и эмпирических методов, 

сочетание которых дает возможность с наибольшей достоверностью исследовать 

изучаемый объект с целью выбора оптимального математического аппарата, для 

достижения цели – синтеза законов управления для реверсного движения автопоезда. 

2. Реализован синтез таких законов с использованием метода бэкстеппинга и прямого 

метода Ляпунова, с применением системы Maple для выполнения промежуточных 

расчетов и численного интегрирования системы дифференциальных уравнений. 

3. Разработана возможность сравнения фазовых портретов при применении различных 

законов управления с возможностью тонкой настройки их регуляторов и, как следствие 

этого, получено оптимальное управление для обоих законов.  

4. Синтезирована система управления для следования автопоезда по маршрутной кривой, 

заданной радиусом ее кривизны.  

Практическая ценность данного исследования состоит в том, что синтезированные законы 

управления уже сейчас можно применить для программного управления робопоездом – такая 

робототехническая установка находится в стадии реализации.  

Предметом дальнейших исследований будет синтез законов управления для обеспечения 

стабильного прямолинейного движения с заданным ориентационным углом с целью 

создания машины Дубинса для решения задачи достижения цели, а также разработка 

соответствующих контроллеров для «off-axlehitching» модели сцепки (с выносом). Также 

применение метода бэкстеппинга, очевидно, позволит выполнить синтез управления для 

системы с большим количеством полуприцепов. 
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У статті проведено огляд актуальних методів побудови структурованих і блочно-структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів. Наведено визначення дискретної моделі (сітки) 

геометричного об’єкта, її типів та різновидів. Описано загальну послідовність кроків, необхідних 

для генерації структурованих дискретних моделей геометричних об’єктів, рівняння і теорії, на 

основі яких будуються сітки, спеціальні програмні засоби для генерації сіток.  

Наведено визначення та канонічні форми еліптичного, параболічного та гіперболічного типів 

диференціальних рівнянь у частинних похідних другого порядку. Описано алгебраїчні, еліптичні 

та гіперболічні методи побудови структурованих сіток, розглянуто чисельні методи на прикладі 

методу скінченних різниць. 

Розглянуто приклади побудови структурованої сітки аеродинамічної форми NACA0012 крила 

літака, що розроблені за допомогою Національного консультативного комітету з аеронавтики 

(NACA), для рівняння Пуассона з різними значеннями параметрів. Визначено переваги і недоліки 

структурованих сіток. Наведено широке коло практичного застосування методів генерації 

дискретних моделей. 

Ключові слова: дискретна модель, структурована сітка, блочно-структурована сітка, 

диференціальні рівняння, еліптичний метод, гіперболічний метод. 
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