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У статті проведено огляд актуальних методів побудови структурованих і блочно-структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів. Наведено визначення дискретної моделі (сітки) 

геометричного об’єкта, її типів та різновидів. Описано загальну послідовність кроків, необхідних 

для генерації структурованих дискретних моделей геометричних об’єктів, рівняння і теорії, на 

основі яких будуються сітки, спеціальні програмні засоби для генерації сіток.  

Наведено визначення та канонічні форми еліптичного, параболічного та гіперболічного типів 

диференціальних рівнянь у частинних похідних другого порядку. Описано алгебраїчні, еліптичні 

та гіперболічні методи побудови структурованих сіток, розглянуто чисельні методи на прикладі 

методу скінченних різниць. 

Розглянуто приклади побудови структурованої сітки аеродинамічної форми NACA0012 крила 

літака, що розроблені за допомогою Національного консультативного комітету з аеронавтики 

(NACA), для рівняння Пуассона з різними значеннями параметрів. Визначено переваги і недоліки 

структурованих сіток. Наведено широке коло практичного застосування методів генерації 

дискретних моделей. 

Ключові слова: дискретна модель, структурована сітка, блочно-структурована сітка, 

диференціальні рівняння, еліптичний метод, гіперболічний метод. 
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Computer simulations have been widely employed in modern engineering. Such simulations allow to 

emulate a physical system using numerical analysis. Typical engineering problems employ structural 

analysis, heat transfer, fluid flow, etc. These problems generally require the solution to boundary value 

problem for partial differential equations. The numerical solution of a boundary value problem involves 

dividing the domain of the problem into a collection of subdomains (a discrete model). Generally, a 

discrete model of a geometric object (aka mesh or grid) is a tessellation of a part of the Euclidean space 

by simple shapes such as, triangles, quadrilaterals, tetrahedra, hexahedra, etc. There are exists two 

classes of meshes: structured and unstructured. Structured grids (opposite to unstructured) are identified 

by regular connectivity. Each element in the structured grid can be addressed by an index. Structured 

grids typically have the higher degree of quality, better convergence, and require less computational 

memory. Structured data also allows the use of solution algorithms which are not possible to implement 

on unstructured data. 

The objective of this article is to study methods and approaches for an automatic generation of 

structured discrete models of geometric objects. 

The article is a review of the most useful methods for the automatic generation of structured and block-

structured discrete models of geometric objects. Initially, possible applications of structured grids have 

been described. In the next section, applications of elliptic, hyperbolic, and parabolic equations for 

structured grid generation have been studied. The most efficient numerical methods for mesh generation 

have been also reviewed. In the final section, some engineering applications of structured grids have 

been discussed. 

Key words: discrete model, structured grid, block-structured grid, differential equations, elliptic method, 

hyperbolic method. 

ВСТУП 

На сьогоднішній день в інженерних додатках одне із провідних місць займають дослідження, 

які виконуються із застосуванням комп’ютерного моделювання різноманітних реальних 

процесів, оскільки комп’ютерне моделювання за своїми витратами в багато разів економічно 

вигідніше ніж побудова фізичної моделі. Сучасні проекти мають все більш складний 

характер, оскільки використовують моделі, які складаються з досить великої кількості 

компонентів і зв’язків між ними. Математичне моделювання процесів у таких конструкціях 

має певні труднощі, пов’язані зі складністю геометричної форми відповідних областей.  

Дискретною моделлю геометричного об’єкту (сіткою) називають множину точок, що 

розподілені в досліджуваній області, разом зі зв’язками між цими точками. Дискретна 

модель геометричного об’єкта замінює вихідну неперервну область скінченною множиною 

простих фігур [45]. В залежності від розмірності простору дискретні моделі складаються з 

різних типів елементів: 

 одновимірні (відрізки, дуги кривих);  

 двовимірні (трикутники, чотирикутники);  

 тривимірні (тетраедри, призми, шестигранники). 

Розрізняють структуровані та неструктуровані сітки (рис. 1). Неструктуровані сітки 

визначаються звичайним набором вузлів. Логічний зв’язок між вузлами сітки визначається 

довільним чином, тобто кожен вузол може мати довільну кількість «сусідів». На відміну від 

неструктурованої сітки в структурованій всі внутрішні вершини топологічно еквівалентні 
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між собою. Наприклад, чотирикутні структуровані сітки топологічно еквівалентні 

стандартним прямокутним сіткам. 

 
Рисунок 1. Структурована (ліворуч) і неструктурована (праворуч) сітки 

Структурована сітка відрізняється від неструктурованої тим, що вона: 

 накладає обмеження на форму елементів, структуру їхнього розміщення і на 

геометричну модель; 

 потребує витратити більше часу людини-розробника, але менше часу розрахунку 

обчислювальної техніки; 

 розрахунковий алгоритм не змінюється при подальшому подрібненні сітки, змінюється 

лише крок сітки. 

Огляд актуальних підходів і методів автоматичної генерації неструктурованих сіток 

(дискретних моделей геометричних об’єктів), зокрема аналіз методів генерації дискретних 

моделей з використанням трикутних або тетраедричних елементів, а також чотирикутних або 

шестигранних скінченних елементів, наведено в роботі [7]. 

Метою даної роботи є аналіз актуального стану проблеми автоматичної побудови 

структурованих дискретних моделей (сіток) геометричних об’єктів. 

Об’єкт дослідження – структуровані та блочно-структуровані сітки для геометричних 

моделей. 

Предмет дослідження – методи генерації структурованих та блочно-структурованих сіток 

геометричних моделей. 

ОГЛЯД СУЧАСНОГО СТАНУ ГЕНЕРАЦІЇ СТРУКТУРОВАНИХ СІТОК 

Загальна послідовність кроків, необхідних для генерації структурованих дискретних моделей 

геометричних об’єктів така: 

1. Геометрія області, яка буде дискретизована, повинна бути визначена, тобто границя 

області повинна бути описана. Подання геометрії може бути виконано різними 

шляхами: аналітична форма (сфери, циліндри), сплайни, NURBS (неоднорідні 

раціональні b-сплайни), методи інтерполяції. Геометрія може бути побудована в 

системі автоматизованого проектування (САПР) або в системі генерації сіток. Багато 

САПР використовують аналітичні форми і не дуже добре підходять для створення сіток 

з потоком, що є проблемним для аналітичного запису, тому багато пакетів генерації 

сіток забезпечують певний рівень підтримки САПР. 

2. Аналіз меж геометричного об’єкта з метою встановлення відповідності між 

геометричними особливостями (наприклад, зламами) та межовими вузлами 

структурованої сітки. Для розв’язання цієї задачі з урахуванням подання поверхні часто 

її необхідно переорієнтувати. Далі для генерації сітки потрібно отримати параметрично 

гладкі поверхні, щоб точки сітки плавно змінювались по поверхні. Для отримання 

гладкої поверхні найчастіше використовуються САПР, які гарантують лише 

геометричну гладкість, але часто не є параметрично гладкими. Параметризація 
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згладжування поверхні зазвичай включає розв’язок еліптичного рівняння на поверхні. 

Зауважимо, що при побудові декартової сітки цей крок не потрібен. 

3. Генерація сітки об’єму. Ця процедура істотно відрізняється для різних типів сітки. 

Для генерації структурованих сіток використовують різні спеціальні програмні засоби: 

ANSYS [1, 13], OpenFOAM [6], SPGrid [9], HybMesh [30] тощо. 

Генерація структурованих сіток розробляється на основі різних рівнянь і теорій, а саме: 

 еліптичні рівняння [9, 16, 34]; 

 параболічні рівняння [2]; 

 рівняння еластодинаміки [37]; 

 рівняння Нав’є-Стокса [10, 19, 22]; 

 тріангуляція [5, 14]; 

 теорія R-функцій [4-5]; 

 крива, поверхня, об’єм, екстракція Безьє [8, 15]; 

 функції Гріна [42]. 

Розглянемо квазілінійне (лінійне відносно старших похідних) диференціальне рівняння в 

частинних похідних другого порядку вигляду 

        11 12 22, 2 , , , , , , ,xx xy yy x ya x y u a x y u a x y u f x y u u u    (1) 

де  ,ija x y , ,2,1, ji  неперервні функції в деякій області G. 

Розглянемо звичайне диференціальне рівняння 

    
2 2

11 12 222 0,a dy a dxdy a dx    (2) 

яке називається характеристичним для рівняння (1), а його інтеграли – характеристиками. 

З курсу звичайних диференціальних рівнянь відомо: якщо  ,z x y   – деякий розв’язок 

рівняння (3), тобто 

 
,02 2

2212
2

11  yyxx zazzaza  (3) 

тоді співвідношення  ,C x y   є загальним інтегралом рівняння (2). Має силу і обернене 

твердження. 
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Рівняння (1) в області D G називається рівнянням 

а) гіперболічного типу, якщо дискримінант 0   для всіх  ,x y D , канонічні форми якого 

можна записати у вигляді 
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або 

 1 , , , ,U U F U U U       ; 

б) параболічного типу, якщо 0   при  ,x y D , канонічні форми якого можна записати у 

вигляді 
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, 0
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; 

в) еліптичного типу, якщо 0   при  ,x y D , канонічні форми якого можна записати у 

вигляді 
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У випадку лінійних рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами одержуємо наступні 

канонічні форми: 

 ,V V V g        – еліптичний тип; 

 1 ,V bV g      – параболічний тип; 

 

 

,

,

V V g

V V V g



 

     


      

 – гіперболічний тип. 

Наведемо деякі приклади побудови структурованої сітки аеродинамічної форми NACA0012 

крила літака, що розроблені за допомогою Національного консультативного комітету з 

аеронавтики (NACA), а параметри в числовому коді можуть бути введені в рівняння для 

точної генерації поперечного перерізу профілю і обчислення його властивостей.  

Розглянемо просту зв’язану обмежену область D в двовимірному просторі з декартовими 

координатами  ,
T

x x y  , що розділена на чотири області [47, с. 130]. 

 
Рисунок 2. Область D поблизу аеродинамічної форми NACA0012 

В узагальненому вигляді маємо рівняння Пуассона для генерації структурованої сітки 

   1 1 1 2 2 2

22 12 11 22 11 12 12 11 22 22 11 12 12 11 222 2 2 0,a x a x a x a P a P a P x a P a P a P x              

де 6 коефіцієнтів 
i

jkP  називаються контрольними функціями. 

Найпростіший приклад генерації сітки, що має назву лапласової сітки (рис. 3) [47, с. 131], 

отримаємо за умови, якщо всі 6 контрольних функцій дорівнюють нулю, тобто 
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0i

jkP  . 

Тоді маємо наступний вигляд рівняння Пуассона 

22 12 112 0a x a x a x     . 

 
Рисунок 3. Лапласова сітка 

Припустимо, що точки граничної сітки задані на чотирьох краях 
1E , 

2E , 
3E , 

4E  області D, 

тоді сітка всередині цієї області може бути побудована на основі нормованої довжини дуги 

(рис. 4) [47, с. 133]. Отже, маємо 2 алгебраїчних рівняння для генерації сітки: 

    
3 4

1 ,a a

E Es s t s t      

    
1 2

1 .a a

E Et t s t s      

 
Рисунок 4. Сітка на основі довжини дуги 

Якщо накласти граничні умови Дірихле-Неймана, то можна згенерувати сітку всередині 

області D, яка буде ортогональна всім чотирьом краям області D. В цьому випадку для 

генерації сітки (рис. 5) [47, с. 136] маємо рівняння 
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де верхній індекс 0 вказує на вимогу ортогональності, а 
0H  та 

1H  – кубічні функції 

інтерполяції Ерміта, що визначаються як 

    
2

0 1 2 1 ,H s s s    

    2

1 3 2 ,H s s s   

0 1.s   

 
Рисунок 5. Сітка з граничною ортогональністю 

Гранична ортогональність робить сітку гладкою по внутрішній межі області. 

Різні типи диференціальних рівнянь в частинних похідних другого порядку можуть 

асоціюватися з різноманітними типами гідромеханічних задач. Наприклад, задачі, що містять 

залежність від часу, зводяться до параболічних або гіперболічних рівнянь. Параболічними 

рівняннями визначаються течії, що мають дисипацію, наприклад течії, для яких істотною є 

в’язкість або теплопровідність, в цьому випадку розв’язок буде гладким, а градієнти із 

плином часу зменшуватимуться, якщо граничні умови не залежать від часу. 

Якщо дисипаційні механізми відсутні, для лінійних диференціальних рівнянь в частинних 

похідних розв’язок зберігає сталу амплітуду, а для нелінійних – амплітуда розв’язку може 

навіть зростати, таким розв’язком характеризуються гіперболічні диференціальні рівняння в 

частинних похідних. Еліптичні диференціальні рівняння в частинних похідних зазвичай 

визначають задачі, що описують врівноважений або сталий стан течії. Але деякі сталі 

процеси також можна описати параболічними (примежовий шар) або гіперболічними 

рівняннями (нев’язка надзвукова течія) [46]. 

Найпростіше генерувати ортогональну сітку, оскільки область покривається прямокутною 

сіткою. Границі області можуть не охоплюватися границями сітки, але адаптивне 

виправлення може бути використано для покращення поверхні. Отже, необхідне уточнення 

сітки в двох напрямках для двовимірного випадку, але для тривимірного випадку достатньо 

встановити сітку в напрямку, перпендикулярному границі. Найчастіше структуровані сітки 

будують як прямокутні шахові декартові сітки [2, 10-11, 17-18, 23, 25, 28, 32, 36, 41]. 

В блочно-структурованому методі обчислювальна область розділяється на набір 

прямокутних блоків, що не перекривають один одного. Далі сітка генерується на кожному 

блоці окремо. Згладжування на блоках виконується до досягнення певного степеня 

неперервності на межі блоків. Розриви у відстані між сітками на межі блоків можуть 

ускладнити розв’язування. 

Найбільш розповсюджені методи генерації сіток відносяться до наступних категорій: 

алгебраїчні, еліптичні і варіаційні, гіперболічні. 
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Алгебраїчні методи створюють сітки для внутрішньої області і комбінують алгебраїчне 

представлення границі. Для трансфінітної інтерполяції використовуються поліноми [8, 26]. 

Алгебраїчні методи не настільки гнучкі, як інші методи, але генерація цими методами є 

простою і швидкою. 

Еліптичні методи генерації можуть обробляти більш загальні випадки. Вони можуть 

використовуватися для створення високоякісних сіток, які матимуть бажану гладкість, на 

доволі складних областях. Розв’язок рівняння Пуассона визначає місцеположення точок 

сітки. Варіаційний метод також дає еліптичне рівняння, розв’язок якого визначає 

місцеположення точок сітки. Важливим є вибір функцій управління, які визначають відстань 

між точками сітки та ортогональність сітки [9, 16, 34]. 

Гіперболічні методи розв’язують гіперболічну систему рівнянь для генерації сітки від 

границі області. Зазвичай накладається умова ортогональності ліній сітки. Зазвичай 

додається згладжування, щоб позбутися передчасного накладання ліній сітки. Зовнішня 

границя сітки визначається розв’язком рівняння, тому цей метод обмежений для 

використання в блочно-структурованих сітках, але дуже корисний при покритті сіток. 

Під час генерації блочно-структурованої сітки спочатку створюються окремі складові сітки 

для різних частин геометрії, використовуючи алгебраїчний, еліптичний чи гіперболічний 

методи. Враховуючи набір складових сіток, визначається, як зробити покриття 

автоматичним, але може виникнути збій, якщо при покритті не будуть міцними зв’язки між 

компонентами різних блоків. 

Використання методу скінченних різниць для розв’язку диференціальних рівнянь було 

одним із перших підходів для отримання дискретного представлення тіла. В його основі 

лежить ідея трансформації сітки, що визначена на одиничному кубі, у потрібну геометрію 

кубоподібного тіла. Якщо тіло має складну форму, то цю проблему можна розв’язати 

методами декомпозиції чи блочної декомпозиції, які засновані на ідеї декомпозиції тіла на 

кубоподібні блоки. 

Чисельні методи, що використовуються при генерації структурованих сіток: 

 метод скінчених різниць [2, 17, 34, 37]; 

 метод скінчених елементів [1-3, 14-15, 23, 27, 29, 33]; 

 метод скінченого об’єму [10-11]; 

 метод спектральних елементів [26]; 

 метод FDTD [37]. 

На практиці застосування генерації структурованих сіток використовується для 

моделювання широкого кола об’єктів і процесів: 

 моделювання об’єктів, матеріалів, деформацій, тріщин [3, 4, 12, 13, 15, 20, 23, 24, 36, 

39, 40, 44]; 

 моделювання аеродинаміки, гідродинаміки, потоків різного походження [2, 10, 11, 18, 

19, 21, 22, 24, 25, 30, 38-40, 42, 43]; 

 моделювання задач теплопровідності [11, 33, 36, 41]; 

 моделювання хвиль різної природи [14, 17, 27, 37]; 

 моделювання магнітостатичної задачі, оцінка електромагнітного поля [26, 42];  

 оцінка щільності імпульсу електрона (EMD), його моментів і пов’язаної з ним 

інформаційної ентропії Шеннона для багатоелектронної молекулярної системи [28];  

 дослідження зварювання тертям (FSW) [29]; 
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 дослідження в циклонному дизайні падіння тиску [31]; 

 співставлення базисного представлення змінної поля над областю в контексті 

чисельного моделювання і зворотних задач, де неперервне скалярне або векторне поле 

над областю може бути представлено в різних скінчено вимірних базисних 

наближеннях, таких як неструктурований базис для чисельного розв’язку прямої задачі 

і регулярна сітка для представлення розв’язку зворотної задачі [35]. 

ВИСНОВКИ 

В роботі проведено огляд сучасного стану генерації структурованих дискретних моделей, 

який є продовженням і доповненням попередніх досліджень, що проведені в роботі [45], а 

саме: описано основні кроки для побудови сітки, які є загальними для багатьох підходів їх 

автоматичної генерації; розглянуто алгебраїчні, еліптичні і варіаційні, гіперболічні методи 

генерації структурованих та блочно-структурованих сіток; проаналізовано спеціальні 

програмні засоби, за допомогою яких відбувається комп’ютерна генерація сіток; описано 

рівняння і теорії, на основі яких будуються сітки; наведено чисельні методи, що 

використовуються при генерації сіток; досліджено широке коло об’єктів і процесів, для 

моделювання якого використовуються структуровані сітки. 

Дослідження методів генерації структурованих сіток виявило переваги та недоліки їхнього 

використання, а саме: переваги – можливість використання більш високого порядку 

апроксимації і меншої кількості ресурсів обчислювальних машин; недоліки – обмеження на 

форму елементів, структуру їхнього розміщення і на геометричну модель, адаптація до 

складних тіл досить трудомістка і є можливість появи вироджених елементів, декомпозицію 

на блоки можна застосувати для методів, коли блоки та границі можна представити явно, але 

у випадку надто складної форми тіла декомпозиція майже не застосовується. Популярною є 

комбінація генерації структурованих та неструктурованих сіток, яка дозволяє використати 

всі переваги і обмежити недоліки обох видів сіток. 

Узагальнюючи результати дослідження, можна зробити висновок, що проведений огляд 

підтверджує актуальність розробки методів генерації структурованих дискретних моделей 

геометричних об’єктів для подальшого чисельного аналізу їх властивостей. 
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