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При дослідженні розв’язків квазілінійних рівнянь гіперболічного типу другого порядку 

асимптотичними методами Крилова-Боголюбова-Митропольського завжди доводилося 

враховувати нульові за просторовою змінною крайові умови  шуканого розв’язку незбуреного 

квазілінійного рівняння. При розгляді ряду технічних проблем також поставало питання, щоб 

знайдені розв’язки були періодичними. У зв’язку з цим виникла проблема дослідження крайових 

-періодичних задач для гіперболічних рівнянь другого порядку, права частина яких містить  

 – малий параметр. 

Цьому питанню присвячено багато робіт, як українських, так і закордонних математиків, 

основним недоліком яких, на нашу думку, є використання  методу відшукання розв’язку за 

допомогою тригонометричного ряду Фур’є. У 1984 році вперше чеськими математиками 

О. Вейводою та М. Штедри було зазначено, що дану проблему можна вирішити аналітичним 

методом, не вимагаючи додаткових умов при диференціюванні рядів Фур’є і не розв’язуючи 

зчисленну множину звичайних диференціальних рівнянь другого порядку. 

У цій роботі досліджується нова постановка задачі: як провести математичне моделювання 

розв’язку задачі , , ? 

Розв’язок вказаного рівняння складається із суми двох розв’язків: розв’язку незбуреного 

рівняння ( ) та розв’язку збуреного рівняння ( ), права частина якого містить  

-періодичну по  функцію . 

Щоб провести математичне моделювання розв’язку незбуреного рівняння, нами у цій роботі 

вперше знайдено аналітичну формулу розв’язку крайової -періодичної задачі для незбуреного 

рівняння, використовуючи результати монографії Митропольського Ю. О., Хоми Г. П., Гром’яка 

М. І. [1]. На основі операторів  та  знайдено точну аналітичну формулу розв’язку крайової 

Т-періодичної задачі для неоднорідного гіперболічного рівняння другого порядку вигляду 

.  

Ключові слова: крайова -періодична задача, властивості оператора, побудова формули  

-періодичного розв’язку, рівняння гіперболічного типу, незбурене рівняння. 
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To research the solutions of quasi-linear second-order hyperbolic equations by the asymptotic Krylov-

Boholubov-Mytropolskyi method, one always had to take into account the zero space variable boundary 

conditions of the solutions to an undisturbed quasi-linear equation. In considering a number of technical 
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problems, the question also arose that the found solutions were periodic. In this connection, a problem is 

in the study of boundary-value -periodic problems for hyperbolic the second order equations, the right 

side of which contains  (  is a small parameter). 

A lot of works of both Ukrainian mathematicians and foreign ones are devoted to this problem. The 

main disadvantage, in our opinion, is the method for finding a solution using the Fourier trigonometric 

series. In 1984, for the first time, the Czech Mathematicians O. Veivoda and M. Shtedry stated that this 

problem can be solved by analytical method without requiring the additional conditions for the 

differentiation of Fourier series and without solving a number of the ordinary second order differential 

equations. 

In this paper, a new problem statement is investigated: how to conduct a mathematical modeling of the 

solution of the problem , , 

? 

The solution of this equation consists of the sum of two solutions: the solution of the undisturbed 

equation ( ) and the solution of the disturbed equation ( ), the right side of which contains the 

-periodic of  function . 

To carry out mathematical modeling solution undisturbed equation in this paper we first found an 

analytical formula for solving of the boundary-value -periodic problem for the undisturbed equation 

using the results of the monograph Y. O. Mytropol’skyi, H. P. Khoma and M. I. Hromyak [1]. On the 

basis of operators  and , we find an exact analytic formula for the solution to the boundary-value 

T-periodic problem for a non-homogeneous hyperbolic the second order equation . 

Key words: boundary-value -periodic problem, operator properties, construction of the -periodic solution 

formula, hyperbolic type equation, undisturbed equation. 

ВСТУП 

Дослідження крайових задач з даними на всій границі області для гіперболічних рівнянь 

другого порядку передбачає накладання додаткових умов на шуканий розв’язок, зокрема 

умов періодичності чи майже періодичності як за просторовими координатами, так і за 

часовою змінною. Цій проблемі присвячено ряд робіт. Зокрема, у роботах [2-4] досліджено 

питання існування періодичних за часовою змінною розв’язків крайових задач з умовами 

Діріхле для лінійних та нелінійних гіперболічних рівнянь другого порядку, а в роботах [5-7] 

враховані умови Діріхле-Неймана для нелінійних хвильових рівнянь. 

Автори робіт [8-11] встановили умови існування єдиного періодичного чи майже 

періодичного за просторовими координатами та з умовами Діріхле-Неймана за часовою 

змінною розв’язку крайових задач для лінійних гіперболічних рівнянь і систем рівнянь із 

сталими коефіцієнтами у смузі. 

Основним недоліком досліджень [4, 5, 8-12], на нашу думку, є відшукання розв’язку за 

допомогою тригонометричного ряду Фур’є , де   – 

шукані -періодичні функції.  

У 1984 році вперше вказано [13], що цю проблему можна вирішити аналітичним методом, не 

вимагаючи додаткових умов при диференціюванні рядів Фур’є і не розв’язуючи зчисленну 

множину звичайних диференціальних рівнянь другого порядку. У статті [14] встановлено 

умови існування 2π-періодичного гладкого розв’язку квазілінійного рівняння гіперболічного 

типу. 

У цій статті нами вперше знайдено аналітичну формулу розв’язку крайової -періодичної 

задачі для неоднорідного гіперболічного рівняння другого порядку вигляду  
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Для цього використано результати робіт [1, 2]. 

ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ 

 – простір функцій двох змінних  і , неперервних і обмежених на .  

 – простір функцій  таких, що . 

 – простір функцій двох змінних  і , неперервних і обмежених на  разом із 

похідною по .  

 – простір функцій  які задовольняють на  умову періодичності по , 

тобто .  

 – простір лінійних відображень  в . 

. 

 – число. 

 – множина дійсних чисел. 

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАДАЧІ ТА ОБҐРУНТУВАННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Розглянемо таку функцію [1, с. 26] (формула 9.6): 

, 

де . 

Обчислимо перші й другі частинні похідні по  і . Маємо 

, 

де ; .  

; 

; 

. 

Отже,  

. 

Далі покажемо, що функція  для кожної функції  – періодичної по , є 

також -періодична по . 
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На основі формули , де , маємо 

. 

З останньої рівності після виконання заміни , , одержуємо 

. 

Розглянемо іншу функцію [1, с. 26] (формула 9.8): 

 

або 

. 

Знайдемо 

; 

; 

; 

. 

Отже,  

.  

Аналогічно доводимо, що для кожної функції  функція  – -періодична 

по t. 

Висновок: обидві функції  і  при  – часткові -періодичні 

класичні розв’язки -періодичної задачі: 

,   ,   , 

,   ,   . 

Далі розглянемо таку функцію: 
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або  

 

. 

Теорема 1. Для  функція  є частковим -періодичним по  

класичним розв’язком такої -періодичної задачі: 

 ,   ,   , (1) 

 ,   ,   . (2) 

Розглянемо тепер функцію: 

 , (3) 

де  

,   ,   . 

Теорема 2. Для функції  функція , означена формулою (3), задовольняє крайові 

умови 

    . (4) 

Доведення. Запишемо розгорнуту формулу (3) 

 

. 

Покладаючи у записану формулу спочатку , знаходимо  
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, 

   , 

. 

Звідси одержуємо 

   , 

що у сумі , тобто  

   . 

Теорему 2 доведено. 

Теорема 3. Для кожної Т-періодичної функції  функція  є -періодичною по , 

тобто  

 ,   ,   . (5) 

Доведення теореми 3 випливає з такого твердження: 

Лема. Якщо функція  визначається таким інтегралом 

, 

то для кожної функції  – -періодичної по , тобто , сама функція 

 є -періодичною по t. 

Доведення. Справді, зробивши заміну змінної  у наступному інтегралі, маємо  

, 

що й потрібно було довести. 

Наслідком теорем 2 і 3 є теорема 4. 

Теорема 4. Функція , означена формулою (3), при  задовольняє крайові та 

періодичні по t умови (4), (5):  

,   ,   ,   . 

Зауваження 1. Взагалі кажучи, функція  не є класичним розв’язком рівняння 

, бо функція  не є розв’язком однорідного рівняння 
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. Хоча , але  не для кожної функції  

дорівнює нулеві. Для цього потрібні нові дослідження. 

ВИСНОВКИ 

1. На основі результатів роботи [1] розглянуто оператори  та  (с. 26, формули (9.6), 

(9.8), на основі яких будується вказаний результат). 

2. Введено нові оператори  та  для дослідження -періодичних по  розв’язків 

гіперболічних рівнянь вигляду , . 

3. Доведено, що функція  ще не гарантує, чи буде 

розв’язком лінійного неоднорідного рівняння , враховуючи 

властивості оператора . 
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