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Рассматриваются быстрые возмущенные движения твердого тела, близкие к случаю Лагранжа, 
под действием возмущений различной природы. Уравнения возмущенного движения приводятся 
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ВВЕДЕНИЕ 

Объекты в природе и технике (летательные аппараты, космические и подводные корабли, 

небесные тела) с учетом действующих возмущений и их внутренней структуры  могут быть 

смоделированы в виде одного твердого тела. При рассмотрении движения этих объектов 

возникает необходимость исследований вращательных движений твердых тел под действием 

внешних и внутренних моментов сил. Результаты исследования движения вокруг центра 

масс летательных аппаратов, входящих в атмосферу с гиперзвуковой скоростью [1], 

показывают, что эта задача может быть приведена к задаче, близкой к случаю Лагранжа. В 

работе [2] рассматривается движение неуправляемого тела около центра масс при полете в 

атмосфере. При исследовании вращательного движения в атмосфере осесимметричного тела 

с малой асимметрией опираются на аналогичный по форме записи уравнений движения 

случай Лагранжа движения твердого тела вокруг неподвижной точки. Изучалось 

вращательное движение твердого тела в атмосфере под действием синусоидального или 

бигармонического восстанавливающего момента, зависящего от времени, и малых 

возмущающих моментов [3]. При движении осесимметричного намагниченного тела в 

постоянном поле, близком к регулярной прецессии, уравнения движения спутника с 

точностью до обозначений совпадают с уравнениями движения гироскопа Лагранжа. 

Известно, что динамически симметричный спутник с магнитным моментом, направленным 

по оси динамической симметрии, движется так же, как тяжелое твердое тело в случае 

Лагранжа. 

Гироскоп Лагранжа можно считать динамической моделью спутника с пассивной системой 

ориентации. Вращение динамически симметричного магнитно-стабилизированного спутника 

описывается волчком Лагранжа в поле тяжести, медленно меняющемся по величине и 

направлению. 

Показана аналогия между возмущенной задачей о движении волчка Лагранжа в случае 

потенциальных возмущений и задачей о вращении спутника, центр масс которого движется 

по круговой орбите в экваториальной плоскости, с учетом влияния магнитного поля Земли. 

В работе [4] изучается движение относительно центра масс искусственного спутника, 

несущего сильный магнит. При исследовании движения тяжелого неуравновешенного 

гиростата с произвольным моментом внутреннего взаимодействия первые интегралы 

уравнений движения совпадают с соответствующими первыми интегралами движения 

твердого тела в случае Лагранжа. 

Возмущенные вращательные движения твердого тела, близкие к случаю Лагранжа, 

исследованы в ряде работ, например, [4-16]. В [5] представлен обзор результатов, 

полученных до 1998 г., в задачах эволюции вращений твердого тела, близких к случаю 

Лагранжа. 

В работах [6-8] приведены условия возможности усреднения уравнений движения по углу 

нутации, получена усредненная система уравнений. Рассмотрено движение тела в среде с 

линейной диссипацией. Исследованы возмущенные быстрые вращения твердого тела, 

близкие к регулярной прецессии в случае Лагранжа, при разных порядках малости проекций 

вектора кинетического момента. 

Рассматривалось движение симметричного тяжелого твердого тела вокруг неподвижной 

точки под действием сил трения, обусловленных внешней диссипативной средой [9]. 

Изучалось асимптотическое поведение движений гироскопа Лагранжа, близких к 

регулярным прецессиям, под действием малого возмущающего момента [4, 10, 11]. 

Рассматривались резонансные эффекты при движении тяжелого динамически 

симметричного твердого тела вокруг неподвижной точки в случаях, близких к случаю 

Лагранжа, под действием различных возмущений [12]. 
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Исследовалось движение волчка Лагранжа с вибрирующей точкой подвеса [13] и влияние 

быстрых периодических и условно-периодических вибраций точки подвеса на устойчивость 

стационарных вращений волчка Лагранжа вокруг вертикали [14]. 

В работе [15] рассматривались устойчивость и стабилизация вращающегося волчка к 

спящему движению с помощью двух моментов силовых приводов. В [16] для решения 

уравнений движения симметричного твердого тела вокруг неподвижной точки используются 

аналитические и численные методы. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРОЦЕДУРА УСРЕДНЕНИЯ 

Рассматривается возмущенное движение относительно неподвижной точки динамически 

симметричного тяжелого  твердого тела в случае возмущений произвольной природы. В 

нашей задаче момент силы тяжести не рассматривается как возмущающий момент, а 

относится к невозмущенному движению, которое представляет собой движение в случае 

Лагранжа. Уравнения движения имеют вид: 
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 (1.1) 

Динамические уравнения составлены в проекциях на главные оси инерции тела. Здесь 

, ,p q r  – проекции вектора угловой скорости на эти оси, , 1,2,3iM i   – проекции вектора 

возмущающих моментов на те же оси; , ,    – углы Эйлера;   – малый параметр, 

характеризующий величину возмущений. В частности при 0   система (1.1) описывает 

движение в случае Лагранжа [7, 17]. В случае тяжелого волчка имеем mgl  , m  – масса 

тела, g – ускорение силы тяжести, l  – расстояние от неподвижной точки O  до центра 

тяжести тел; A – экваториальный, C – осевой момент инерции тела относительно точки O , 

A C . 

Ставится задача исследования асимптотического поведения решений системы (1.1) при 

малом  , которое будет проводиться методом усреднения [18] на интервале времени 

порядка 1  . 

В случае невозмущенного движения, первыми интегралами уравнений для системы (1.1) при 

0   являются величины [7, 17] 

 

 

 

1

2 2 2

2 3

sin sin cos cos ,

1
cos , .

2

zG A p q Cr c

H A p q Cr c r c

   

      
 

   

 
 (1.2) 

Здесь zG  – проекция вектора кинетического момента на вертикаль Oz , H  – полная энергия 

тела, r  – проекция вектора угловой скорости на ось динамической симметрии, , 1,2,3ic i   – 

произвольные постоянные 2c   . 

Известно в общем случае выражение для угла нутации   в невозмущённом движении как 

функции времени t , интегралов движения (1.2) и произвольной фазовой постоянной   

[7, 17]: 
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   
12 2

2 1 3 1 , 0 1.k u u u u k


      (1.4) 

Здесь u  – периодическая функция t   с периодом  K k  ; sn, am  – эллиптический 

синус и амплитуда соответственно [19], k  – модуль эллиптических функций, через 1 2 3, ,u u u  

обозначены вещественные корни кубического многочлена  

       
22 2 22 2 1 zQ u A H Cr u u A G Cru       

 
 . (1.5) 

Соотношения между корнями  Q u  и первыми интегралами (1.2) записываются, согласно 

теореме Виета, следующим образом: 
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1 2 3 3

,
2 2

1 ,

.
2 2

z

z

H Cr C r
u u u F

A
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A

GH Cr
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A

     

    

    

  


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 (1.6) 

Формулы (1.2), (1.3), (1.6) описывают решение системы (1.1) при 0   в случае Лагранжа. 

Сделаем следующие исходные предположения:  

 2 2 2 2, ,p q r Cr     (1.7) 

которые означают, что направление угловой скорости тела близко к оси динамической 

симметрии, угловая скорость r  достаточно велика. 

Если тело совершает быстрое вращение вокруг оси симметрии, то потенциальная энергия 

тела мала по сравнению с его кинетической энергией T  и в первом приближении имеем 

 21
, .

2
zG Cr H T Cr    (1.8) 

Если твердое тело вращается быстро, то для квадрата модуля эллиптических функций можно 

записать 

   
12

2 1 3 1 1.k u u u u


    (1.9) 

При выполнении второго условия (1.7) имеем 

 1 3 2 3 1 2 3, , .u u u u u u u  (1.10) 

Тогда из соотношений (1.6) получим 

 3
3 1 1 2

1

, .
F

u F u u
F

   (1.11) 

После ряда преобразований с учетом (1.6) находим выражения для вещественных корней 

кубического многочлена (1.5) 

 2 2

1 2 2 1 3 2 2 2 1 3 3 1

1 1

1 1
4 , 4 , .

2 2
u F F F F u F F F F u F

F F
         
   

 (1.12) 
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Далее применяется подход к процедуре усреднения, разработанный в [6, 7]. Данный подход 

используется для усреднения системы (1.1) при возмущениях, допускающих усреднение по 

фазе угла нутации   вдоль траекторий изменения  t . 

С помощью ряда преобразований первые три динамические уравнения (1.1) приведем к виду 

[6, 7]: 

 

   

 

 

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

1

3 3 3

, , , , sin cos sin cos ,

, , , , ,

, , , , .

z z

z

z

G U G H r U M M M

H U G H r U M p M q M r

r U G H r U C M

   

   

 

     

 

 

 (1.13) 

Здесь и в трёх последних кинематических уравнениях (1.1) подразумевается, что переменные 

, ,p q r  при помощи (1.2) выражены как функции , , , , ,zG H r     и подставлены в (1.1), 

(1.13).  

Для применения метода усреднения потребуем, чтобы правые части уравнений (1.13) были 

представлены как функции от медленных переменных , ,zG H r  и быстрой переменной  , 

были периодическими по фазе угла   с периодом 2 , и имели следующие структурные 

свойства возмущающего момента сил (см. (1.2)) 

 
 

   

*

1 2 1

* *

1 2 2 3 3

sin cos , , , ,

, , , , , , , ,

z

z z

M M M G H r

M p M q M G H r M M G H r

 

  

  

 
 (1.14) 

  1 2 3 3, , , , , ,zM pf M qf M M f f G H r     . (1.15) 

Тогда, правые части уравнений (1.13) 1 2 3, ,U U U  будут 2 -периодическими функциями 

фазы угла  . 

Для быстро вращающегося твердого тела при 
2 1k  из выражения (1.3) для u  получим 

приближенную формулу 

    2

1 2 1cos sinu u u u t       . (1.16) 

Подставим в правые части системы (1.13) быструю переменную   из выражения (1.16) для 

невозмущенного движения.  

   2

1 2 1arccos sin .u u u t         

Усредняя правые части полученной системы, получим  с учетом (1.3), (1.6) усреднённую 

систему первого приближения: 

 

   

 

    

1 2

3

2

0

, , , , , ,

, , , 1, 2,3,

, , , , , ,
2

z z z

z

i z i z

G V G H r H V G H r

r V G H r i

V G H r U G H r t dt

 

 

 
 

 








 (1.17) 

На интервале времени порядка 
1 
 оценка близости решений систем (1.13), (1.17) состоит из 

суммы оценки аппроксимации порождающего решения и малого параметра  , 

характеризующего величину возмущений [21]. 

После исследования и решения системы (1.17) для , ,zG H r  медленные переменные ,iu  

1,2,3i   определяются по формулам (1.12). 
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2. ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ПОД ДЕЙСТВИЕМ СУММЫ ПОСТОЯННОГО И 

ДИССИПАТИВНОГО МОМЕНТОВ 

В качестве примера предложенной методики исследуем совместное влияние среды с 

линейной диссипацией и малого постоянного момента, приложенного вдоль оси симметрии, 

на движение твердого тела, близкое к случаю Лагранжа. Возмущающие моменты ,iM  

1,2,3i   имеют вид [20, 22]: 

 1 2 3, , , , 0.M ap M aq M br a b         (2.1) 

Здесь ,a b  – некоторые постоянные коэффициенты пропорциональности, зависящие от 

свойств среды и формы тела, const  . 

Моменты (2.1) удовлетворяют условиям (1.13), (1.15), что дает возможность усреднения по 

фазе угла нутации  . При данных возмущениях система (1.13) записывается следующим 

образом: 

 

 

 2 2 2

1 1

sin cos sin cos cos ,

,

.

zG a p q br

H a p q br r

r C br C 

      

     
 

  

      

 

 

 (2.2) 

Проинтегрировав третье уравнение (2.2), получим ( 0r  – произвольное начальное значение 

осевой скорости вращения, t   – медленное время): 

  1 1 1

0 exp( ) .r r b bC b         (2.3) 

В первых двух уравнениях (2.2) выполним усреднение согласно (1.17), подставляя вместо r  

его выражение (2.3). Отметим, что с учетом (1.8), (1.11) 

   2
1 2

1

1
1

2 2

F
u u

F
  . (2.4) 

После ряда преобразований усредненная система первого приближения принимает вид 

 

    

    

    

1 1 1 1 1 1

0

2
1 1 1 1

0

1 1 1 1 2 2 1 1

0

exp ,

2 exp 2

2 1 exp 2 .

z zG aA G aA C b r b bC b aA C

H aA H aA C b r b bC

r b b aA C bC b aA C aA

     

   

      

      

      

     

  

 

    

 (2.5) 

Решение системы (2.5) записывается следующим образом 

 

       

     

   

1 1 1 1

0 0 0

2
2 1 1 1

0 0 0

1 1 1 2 2

0

exp exp ,

1 1
exp 2 exp 2

2 2

1
exp .

2

z zG G Cr aA C r b bC Cb

H H Cr aA C r b bC

Cb r b bC Cb

   

  

   

      

 
        
 

    

   

   

    

 (2.6) 

Здесь 0 0,zG H  – произвольные начальные значения проекции вектора кинетического 

момента тела на вертикаль Oz  и полной энергии тела. 

Отметим некоторые качественные особенности движения в данном случае. Модуль осевой 

скорости вращения r и проекция вектора кинетического момента на вертикаль Oz  
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асимптотически приближаются к значениям 1 1, zr b G Cb      . Полная энергия H  

изменяется, асимптотически приближаясь к значению 2 20.5H Cb   . 

3. ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДИССИПАТИВНЫХ 

МОМЕНТОВ, ЗАВИСЯЩИХ ОТ МЕДЛЕННОГО ВРЕМЕНИ 

Рассмотрим возмущенное движение, близкое к случаю Лагранжа под действием внешней 

среды. Возмущающие моменты ( 1,2,3)iM i   являются линейно-диссипативными и 

медленно изменяются во времени: 

          1 2 3, , , 0, 0,M a p M a q M b r a b t               . (3.1) 

Здесь    ,a b  – интегрируемые функции, зависящие от свойств среды и формы тела. 

Первые три уравнения (1.13) с учетом (3.1) удовлетворяют условиям используемой методики 

усреднения и приводятся к виду: 

 

      

    

 

2 2 2

1

sin cos sin cos ,

,

.

zG a p a q b r

H a p q b r

r C b r

     

    
 

 

       

  

 

 (3.2) 

Третье уравнение (3.2) может быть проинтегрировано: 

  1

0

0

exp

t

r r C b t dt
 

  
 

  . (3.3) 

Рассмотрим случай, когда    ,a b   имеют вид: 

   0 1 ,a a a        0 1 ,b b b      0 1 0 1, , ,a a b b const . (3.4) 

Проинтегрировав уравнение (3.3), получим: 

  1 2

0 0 1exp 0.5r r C b t b t   
 
 . (3.5) 

Первые два уравнения системы (3.2) после ряда преобразований  и усреднения примут вид  

 
     

       

1 1

1 1 2 1

,

2 2 .

z zG A G a A Ca b r

H A Ha A Ca b r A a

 

  

      

       

  

    
 (3.6) 

Уравнения (3.6) решены в аналитическом виде с помощью математического пакета Maple 

при предположении, что в начальный момент времени тело получило угловую скорость 

вращения относительно оси динамической симметрии, равную 
0 3r  ; кроме того, 

 0 0 1 11.5, 1, 0.5, 1, 0.1A C a b a b       . (3.7) 

Выражения для ,zG H  имеют вид: 

 
 

   

2

2 2

1.73exp 0.05 ,

0.5 1.5exp 2 0.1 0.5exp 1.33 0.067 .

zG

H

  

      

 

   
 (3.8) 

При предположениях (3.7) проекция вектора кинетического момента zG  и величина r  

монотонно убывают и стремятся к нулю. Полная энергия H  монотонно убывает, 

приближаясь к значению 0.5H  . 
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ВЫВОДЫ 

Изложена новая оригинальная методика численно-аналитического решения существенно 

нелинейной проблемы-исследования динамики осесимметричного тела в случае Лагранжа 

под действием нестационарных возмущающих моментов. Выполнено тестирование 

методики в случае осевого и диссипативного моментов внешней среды. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (№№17-01-00538 и 16-01-00412). 
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