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У статті наводиться правило утворення симплексної форми многогранника сполучень з 
необмеженими повтореннями. Для симплексної форми многогранника сполучень з 
необмеженими повтореннями доведено ряд тверджень. На прикладі проілюстровано формування 
симплексної форми многогранника сполучень з необмеженими повтореннями. 
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В статье приводится правило образования симплексной формы многогранника сочетаний с 
неограниченными повторениями. Для симплексной формы многогранника сочетаний с 
неограниченными повторениями доказан ряд утверждений. На примере проиллюстрировано 
формирование симплексной формы многогранника сообщений с неограниченными 
повторениями. 

Ключевые слова: многогранник сочетаний, симплексная форма многогранника, сочетания с 
неограниченными повторениями. 
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Within combinatorial optimization it is important to study combinatorial sets and their polyhedrons as 
the basis for the development of combinatorial optimization methods. For a group of such methods one 
of the stages is the linear relaxation using combinatorial polyhedrons. 
Karmarkar`s polynomial algorithm should be used for solving received problems, but for this purpose 
feasible polyhedron must have a so-called simplex form prescribed by Karmarkar`s algorithm at the 
input. 
Simplex forms of permutable polyhedrons with reducible and irreducible systems of constraints are 
known from the literature. In this paper, the simplex form of the convex hull of Euclidean combinatorial 
set of combinations with unlimited repetitions is derived. 
The paper consists of four parts. 
The statement of problem, the definition of combinations with unlimited repetitions (i.e. from 0 to k) 
every element as ordered k-samples, elements of each are arranged by not descending order are given in 
the first part. 
The definition of the set of the combination with unlimited repetitions as the set of all these k-samples 
and the polyhedron of combinations with unlimited repetitions as the convex hull of the set of the 
combination with unlimited repetitions are given. The description of this polyhedron in the form of the 
system of linear inequalities is given. 
The second part is devoted to the transformation algorithm of feasible area of linear programming 
problem to polyhedron having the simplex form. The algorithm has five steps. In the first step 
constraints of linear programming problem are reduced to the so-called canonical form. In the second 
step the inequality that defines the half-space containing all admissible points of the linear programming 
problem is recorded. In the third step the system of equations in the canonical form is reduced to a 
homogeneous system. In the fourth step, the bound of the introduced half-space, by introducing new 
variables, is transformed into a hyperplane that cuts the unit on coordinate axes. This completes the 
construction of simplex forms of polyhedron by introducing additional variables that provide the 
satisfaction of the point having the same coordinates (the center) of simplex obtained conditions of the 
problem. 
In the third part this algorithm is applied to the polyhedron of combinations with unlimited repetitions. 
The fourth part of the article provides the illustrative example. 

Key words: polyhedron of combinations, simplex form of polyhedron, combinations with unlimited 
repetitions. 

ВСТУП 

Актуальним напрямком розвитку теорії оптимізації є комбінаторна оптимізація (див., 
зокрема, [1-17]). Дослідження властивостей комбінаторних множин та їх многогранників є 
підґрунтям розробки методів комбінаторної оптимізації. Часто одним з етапів таких методів 
є лінійна релаксація з використанням комбінаторних многогранників. Якщо при цьому 
використовувати алгоритм Кармаркара (АК), то многогранник треба мати у формі, що 
дозволяє застосовувати АК – у так звані симплексній формі. У працях [18-19] 
досліджувалась симплексна форма переставного многогранника. У цій роботі розглядається 
симплексна форма опуклої оболонки евклідової комбінаторної множини сполучень з 
необмеженими повтореннями, яка введена в [2]. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо мультимножину  1, ...,G g g  з основою    1, ..., nS G e e , первинною 

специфікацією    nG k , яка означає, що кратність кожного елемента 
ie  основи в G  є k  

 1, 2, ...,ni J n   . Тоді кожна упорядкована k -вибірка  1, ..., kx x , де  

kxxx  ...21
, 

називається [2] евклідовим сполученням з необмеженими (тобто від 0 аж до k ) 
повтореннями (кожного елемента основи). Множина всіх таких сполучень називається [2] 
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евклідовою множиною сполучень з необмеженими повтореннями, позначається  k

nS G , а її 

опукла оболонка  k

nconv S G  позначається  k

nQ G  і називається многогранником сполучень 

з необмеженими повтореннями. 

Як відомо [2], вершинами цього многогранника є точки  1 1, ...,e e ,  1 1, ..., , ne e e , …, 

 1 1, ..., , , ...,n ne e e e , …,  , ...,n ne e  і тільки вони, а многогранник  k

nQ G  описується системою 

nk exxxe  ...211
 

та є симплексом з названими вершинами. 

Розглянемо, як многогранник  k

nQ G  представляється в симплексній формі. 

Для цього спершу розглянемо необхідні далі перетворення допустимої області ЗЛП в 
симплексну форму (див., наприклад, [20, 21]). 

2. АЛГОРИТМ ПЕРЕТВОРЕННЯ (АП) ДОПУСТИМИХ УМОВ ЗЛП  

В СИМПЛЕКСНУ ФОРМУ 
Нехай 

 maxcx ; (1) 

 Ax b ; (2) 

 0x  , (3) 

 1, ..., kc c c ,  1, ...,
T

kx x x ,  
1,

1,

i r

ij j k
A a




 ,  1, ...,

T

rb b b . 

Крок 1. Систему (2), (3) зведемо до так званого канонічного вигляду [22, с. 17] 

 byAx  ;   0, yx , (4) 

де  1, ...,
T

ry y y . 

Крок 2. Записується додаткове обмеження вигляду 

 Uyx
r

i

i

k

j

j 
 11

, (5) 

тут U  таке велике дійсне додатне число, що всі точки системи (2), (3) задовольняють (5). 

Якщо 0u , то (5) еквівалентно рівності: 

 Uuyx
r

i

i

k

j

j 
 11

. (6) 

Крок 3. Зводимо систему (4) до однорідної, що еквівалента системі (4). Це можна зробити, 
помноживши праву частину рівнянь на одиницю у вигляді такого виразу: 

U

uyx
r

i

i

k

j

j 
 11

. 

Рівняння в (4) набудуть вигляду 

 0 buyAxA yx , (7) 
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де матриця  
1,

1,

i r
x x

ij j k
A a




  з елементами 

U

b
aa i

ij

x

ij   
kJj , 

rJi ; матриця  
1,

1,

i r
y y

ij j k
A a




  з 

елементами 
U

b
a iy

ii 1  
rJi : 

U

b
a iy

ij  , ij   
rJi , 

kJj ;  0 0,...,0
T rR   – 

нульовий вектор стовбець з r  елементами. 

Крок 4. Перетворюємо умову (6) в гіперплощину, що відсікає на координатних осях одиниці, 
вводячи нові змінні 

 
U

x
X

j

j  ;   
U

y
Y i

i  ;   V
U

u
    

rJi ,   
kJj . (8) 

Умови задачі разом з перетвореною умовою (6) після заміни (7) визначають симплекс з 
вершиною в початку координат, а основа описується гіперплощиною, що з осями координат 
перетинається в одиницях. 

З умов (1), (6), (7), використовуючи (8), маємо 

 maxUcX   (9) 

за умов 

 0 bVYAXA YX , (10) 

 1
11




VYX
r

i

i

k

j

j , (11) 

  1, ..., 0
T

kX X X  ;    1, ..., 0
T

rY Y Y  ;   0V , (12) 

де 

ri

kj

X

ij

X aA ,1

,1
)( 


 ;   

jij

X

ij bUaa     
rJi ,   

kJj ; 

ri

kj

Y

ij

Y aA ,1

,1
)( 


 ;   

i

Y

ii bUa     
rJi ;   

i

Y

ij ba     ji  ;   
rJi ;   

kJj . 

Крок 5. Здійснюються перетворення задачі, що задовольняють вимогу: точка, що є центром 

(барі-центром) симплекса NR
NNN








 1
...,,

1
,

1
, задовольняє умовам задачі; тут N  – 

вимірність простору змінних задачі, що визначається при цьому перетворенні. 

Для цього в кожному рівнянні (10) (нехай його номер i ) віднімемо в лівій частині 

невід’ємну змінну 
iZ , 

rJi , помноживши її на коефіцієнт, який дорівнює алгебраїчній сумі 

всіх коефіцієнтів лівої частини цього рівняння. Крім цього, щоб забезпечити змінній 
iZ  

нульове значення при максимізації, цільова функція модифікується доданком – 
iMZ , який 

відіграє штрафну місію за рахунок того, що 0M   вибирається достатньо великим. Це 

робиться для всіх рівнянь ( rJi ). У ліву частину (11) додається 


r

i

iZ
1

. 

Задача (9)-(12) набуває вигляду: 

 max
1

 


r

i

iZMUcX , (13) 

 0 bVZAYAXA ZYX ; (14) 

 1
111

 


VZYX
r

i

i

r

i

i

k

j

j ; (15) 
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 0X ;   0Y ;    1, ..., 0
T

rZ Z Z  ;   0V , (16) 

де в (14) 
XA ; 

YA  матриці описані раніше, а  
1,

1,

i r
Z Z

ij j k
A a




 , 

   
1 1

1 2 1
k k

Z

ii ij i i i i ij i

j j

a U a kb U b k b b U a U k b
 

             
rJi ; 0Z

ija  ji  , rJi ; 

kJj . 

Легко бачити, що для системи (14)-(16) точка  * * * * 1 1
, , , , ..., NX Y Z V R

N N

 
  
 

 є 

допустимою, а вимірність простору 12  rkN , якщо 
N

VZYX iji

1***   
rJi ; 

kJj . 

3. ПЕРЕТВОРЕННЯ В СИМПЛЕКСНУ ФОРМУ МНОГОГРАННИКА СПОЛУЧЕНЬ  

З НЕОБМЕЖЕНИМИ ПОВТОРЕННЯМИ 

Розглянемо задачу  

max
1




k

j

jj xc  

за умов,    1, ..., k

k nx x x Q G  , тобто: 

nkj exxxe  ......11 . 

Нехай 01 e . Обмеження многогранника  k

nQ G  можна записати так: 

 































.

,0

...

,0

...

,0

,

1

1

21

11

nk

kk

jj

ex

xx

xx

xx

ex

 (17) 

Застосовуємо АП. 

Крок 1. Зводимо (17) до канонічної форми, вводячи в рівняння змінні jjy ,1  
1 kJj : 

 
11,01 eyx  , (18) 

 0,11   jjjj yxx     2 2, 3, ...,kj J k   , (19) 

 
nkkk eyx  1,
. (20) 

Крок 2. Записуємо додаткове обмеження: 

 Uyx
k

j

jj

k

j

j 








1

1

,1

1

 (21) 

у формі рівності 
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 Uuyx
k

j

jj

k

j

j 








1

1

,1

1

, (22) 

де 0u . 

Оцінимо змінну U . Додамо 2

kJj  обмеження (19). Маємо: 

0
2

,11  




k

j

jjk yxx , 

або 

 11

2

,1 eexxy nk

k

j

jj 


 ; (23) 

з (18)  

 
1111,0 eeexy n  , (24) 

а з (20): 

 
11, eexey nknkk 
. (25) 

З (23)-(25) одержуємо: 

  1, 1

1

3
k

j j n

j

y e e



  . (26) 

Як відомо [3], у многограннику сполучень з необмеженими повтореннями є вершина 

 , ..., k

n ne e R , і це найбільші можливі значення кожної з координат x , тобто x  з цього 

многогранника 

 n

k

i

i kex 
1

. (27) 

З умов (21), (26), (27) маємо 

  
1

1, 1

1 1

3 3
k k

j j j n

j j

x y k e e




 

     . (28) 

Отже, доведене таке. 

Твердження 1. Для многогранника сполучень з необмеженими повтореннями справедлива 
нерівність (21), де 

   13 3nU k e e   . (29) 

Крок 3. Для зведення системи (18)-(20) до однорідної помножимо праві частини (18) та (20) 
на вираз 

 

1

1,

1 1

13 3

k k

i j j

j j

n

x y u

k e e





 

 

 

 
, 

що, згідно з (22), (29), є одиницею. Одержимо 

 
 

1
1

1 0,1 1,

1 113 3

k k

j j j

j jn

e
x y x y u

e k e





 

 
     

   
  ; (30) 
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 

1

, 1 1,

1 113 3

k k
n

k k k j j j

j jn

e
x y x y u

k e e



 

 

 
    

   
  ; (31) 

або після спрощення 

    
1

1 1 1 1 0,1 1 1, 1

2 2

4 3 3 2 0
k k

n j n j j

j j

e k e x e x k e e y e y e u




 

                , (32) 

    
1

1 1, 1 , 1

1 1

3 2 3 2 0
k k

n j n k n j j n k k n

j j

e x e k e x e y e k e y e u


 

 

                . (33) 

Крок 4. Робимо заміну змінних згідно з (8). Маємо задачу 

  1

1

1 max
k

n j j

j

k e e c X


     , 

що еквівалентно (1), за умов: 

    
1

1 1 1 1 0,1 1 1, 1

2 2

4 3 3 2 0
k k

n j n j j

j j

e k e X e X k e e Y e Y eV




 

                ; (34) 

 0,11   jjjj YXX    2

kj J  ; (35) 

    
1

1 1, 1 , 1

1 1

3 2 3 2 0
k k

n j n k n j j n k k n

j j

e X e k e X e Y e k e Y e V


 

 

                ; (36) 

 0
1

1

,1

1










VYX
k

j

jj

k

j

j . (37) 

Крок 5. У кожному з рівнянь (34)-(36) у лівій частині віднімемо власну невід’ємну змінну 

jjW ,1  (з тими індексами, з якими входить у відповідне рівняння змінна jjY ,1 ), 2

kJj  – в 

(35); 
1,0W  в (34), 

1, kkW  – в (36)). Коефіцієнт при jjW ,1  позначимо 1,j j   

 1

1 1,2,..., 1kj J k    . В (37) введемо змінну 
2,1  kkW  з коефіцієнтом 

1, 2k k  
. 

Твердження 2. Коефіцієнт 1,j j   1

1 kJj  обчислюється так: 

       0,1 1 1 1 1 14 3 1 3 2 1n ne k e e k k e e k e e                

   1 14 2 1 1 2 3e k k k e        ; 

1, 1 1 1 1j j       2

kJj ; 

     , 1 1 11 3 2 3 2k k n n n n ne k e k e e k e k e e              

 1 16 1 2 2 1 6 4n ne e k k k k e e           . 

 1, 2 1 1 2 1k k k k k         . 

Після кроку 5 маємо задачу: 

max
2

1

,1

1

 








k

j

jj

n

j

jj WMxc  

      
2

1 1 1 0,1 1 1, 1 1 0,1

2 2

2 1 1 2 3 0
k k

n j n j j

j j

e k e X e X k e Y e Y eV k eW




 

              , (38) 
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 0,1,11   jjjjjj WYXX ;   2

kJj , (39) 

      
1

1 1, 1 , 1 1 , 1

1 1

6 4 0
k k

n j n k n j j n k k n n k k

j j

e X e ke X e Y e ke Y e V e e W


  

 

          , (40) 

  
1

1, 1, 2

1 1

2 1 1
k k

j j j k k

j j

X Y V k W


  

 

      . (41) 

Зауважимо, що 1 kr , отже  2 1 2 2 1 3 1N k r k k k         . 

4. ІЛЮСТРАТИВНИЙ ПРИКЛАД 

Приклад. Нехай  4 41 ;11G  , 4k . Розглянемо множину  k

nS G  сполучень з 

необмеженими повтореннями. 

Отже, 2n ;      1 2, 1,11S G e e  . 

Система для      4

2

k k

n nconvS G Q G Q G  , що має вигляд (17), така: 

 
























.11

;0

;0

;0

;1

4

43

32

21

1

x

xx

xx

xx

x

 (42) 

Зводимо (42) до канонічної форми: 

 
























.11

;0

;0

;0

;1

454

3443

2332

1221

011

yx

yxx

yxx

yxx

yx

 (43) 

Записуємо додаткове обмеження вигляду (22): 

 Uuyyyyyxxxx  45332312014321
. (44) 

Оцінимо U . Як відомо 44114... 41  xx . 

101111 101  xy , 101111212  xxy ,  

102323  xxy , 103434  xxy , 1011 445  xy . 

З іншого боку 

1212 xxy  , 
2323 xxy  , 

3434 xxy  ,  

додавши три останні рівняння маємо: 

10114342312  eexxyyy n
. 

Отже,  
1

1, 1

1

3 30
k

j j n

j

y e e






   . 

Тобто, 743044 U , що дає і формула (29): 
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   13 3 4 3 11 3 1 77 3 74nU k e e           . 

Зведемо перше і останнє рівняння в (43) до однорідних, помноживши їх праві частини на 






















uyx
j

jj

j

j

5

1

,1

4

174

1
: 

74

45342312014321
011

uyyyyyxxxx
yx


 ; 

 4 45 1 2 3 4 01 12 23 34 45

11

74
x y x x x x y y y y y u           . 

Або 

   

   
1 2 3 4 01 12 23 34 45

1 2 3 4 01 12 23 34 45

73 75 0;

11 63 11 63 11 0.

x x x x y y y y y u

x x x x y y y y y u

          


         
 

Якщо скористатися (32), (33), 

       1 2 3 4 0,1 12 23 34 454 7 11 1 7 11 2 1 1 1 0x x x x y y y y y u                   

        1 2 3 01 12 23 3411 3 1 6 11 11 3 1 4 2 11 11 0x x x y y y y u                 , 

тобто маємо ті ж результати. 

ВИСНОВКИ 

Одержано симплексну форму многогранника сполучень з необмеженими повтореннями. Як 
напрямок подальших досліджень доцільно дослідити її використання в задачах оптимізації 
на сполученнях. 
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Исследованы плоские задачи о передаче нагрузки упругим стрингером упругой анизотропной 

полуплоскости при различных видах нагружения (равномерное и неравномерное распределение 

нагрузки). Проведены различные асимптотические оценки при «малых» и «больших» х. 

Асимптотический  метод Маневича-Павленко был обобщен на криволинейные координаты. 
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Досліджені плоскі задачі про передачу навантаження пружнім стрингером пружній анізотропній 
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навантаження). Проведені різні асимптотичні оцінки при «малих» та «великих» х. 

Асимптотичний метод Маневича-Павленка був узагальнений  на криволінійні координати. 
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