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УДК 539.3 

СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УСИЛЕННЫХ ПЕРЕКРЕСТНЫМИ 

СИСТЕМАМИ РЕБЕР И НАГРУЖЕННОЙ ОСЕВЫМИ 

СЖИМАЮЩИМИ СИЛАМИ ОРТОТРОПНОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С ПРОТЕКАЮЩЕЙ ЖИДКОСТЬЮ 

Латифов Ф. С., д. ф.-м. н., профессор, Гулиева З. М., докторант 

Азербайджанский архитектурно-строительный Университет, 

ул. А. Султанова, 5, г. Баку, Аз. 1073/1, Азербайджан 
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В данной работе исследуется свободное колебание усиленных перекрестными системами ребер и 

нагруженные осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой цилиндрической 

оболочки с протекающей жидкостью. Уравнение движения подкрепленной перекрестными 

системами ребер, нагруженной осевыми сжимающими силами ортотропной оболочки с 

движущейся жидкостью, получены на основе принципа стационарности действия 

Остроградского-Гамильтона. Построено частотное уравнение свободных колебаний, 

подкрепленное перекрёстными системами ребер, нагруженной осевыми сжимающими силами 

ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной покоящейся жидкостью и реализовано 

численно. 

Ключевые слова: свободные колебания, оболочка, идеальная жидкость, напряжение, подкрепление, 

принцип вариации. 

mailto:flatifov@mail.ru


 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 245 

Вісник Запорізького національного університету  № 1, 2017 

ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ ПОСИЛЕНИХ ПЕРЕХРЕСНИМИ СИСТЕМАМИ РЕБЕР І 

НАВАНТАЖЕНИХ ОСЬОВИМИ СТИСКАЮЧИМИ СИЛАМИ ОРТОТРОПНОЇ 

В’ЯЗКОПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З ПРОТІКАЮЧОЮ РІДИНОЮ 

Латіфов Ф. С., д. ф.-м. н., професор, Гулієва З. М., докторант 

Азербайджанський архітектурно-будівельний університет, 

вул. А. Султанова, 5, м. Баку, Аз. 1073 / 1, Азербайджан 

flatifov@mail.ru 

У роботі досліджується вільне коливання посилених перехресними системами ребер і 

навантажені осьовими стискаючими силами ортотропної в’язкопружної циліндричної оболонки з 

протікаючою рідиною. Рівняння руху підкріпленої перехресними системами ребер, навантаженої 

осьовими стискаючими силами ортотропної оболонки з рухомою рідиною, отримані на основі 

принципу стаціонарності дії Остроградського-Гамільтона. Побудовано частотне рівняння 

вільних коливань, підкріплених перехресними системами ребер, навантажених осьовими 

стискаючими силами ортотропної циліндричної оболонки, заповненої спочиваючою рідиною і 

реалізовані чисельно. 

Ключові слова: вільні коливання, оболонка, ідеальна рідина, напруга, підкріплення, принцип варіації. 

FREE VIBRATIONS OF RIBS REINFORCED BY CROSS SYSTEMS AND AN 

ORTHOTROPIC VISCOELASTIC CYLINDRICAL SHELL LOADED WITH AXIAL 

COMPRESSIVE FORCES, WITH A FLOWING LIQUID 

Latifov F. S., Doctor of physical and mathematical sciences, professor,  

Guliyeva Z. M., doctoral student 
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In this paper we study the free oscillation of ribs reinforced by cross systems and axially compressive 

forces of an orthotropic viscoelastic cylindrical shell with a flowing liquid. The equation of motion of 

ribs reinforced by cross systems loaded with axial compressive forces of an orthotropic shell with a 

moving fluid is obtained on the basis of the stationarity principle of the Ostrogradskii-Hamilton action. 

A frequency equation of free oscillations is supported by reinforced cross systems of edges loaded with 

axial compressive forces of an orthotropic cylindrical shell filled with a resting liquid and realized 

numerically. 

Key words: free oscillations, shell, ideal fluid, stress, reinforcement, principle of variation. 

ВВЕДЕНИЕ 

Расчеты на прочность, колебания и устойчивость тонкостенных оболочечных конструкций 

играют важную роль при проектировании современных аппаратов, машин и сооружений. В 

рабочих условиях эти конструкции находятся в контакте с внешней средой. Во многих 

случаях для придания большей жесткости тонкостенная часть оболочки подкрепляется 

ребрами, что существенно повышает ее прочность при незначительном увеличении массы 

конструкции. Кроме того, учесть реальные свойства материала конструкций является 

принципиальным при расчете таких конструкций на колебание и на прочность. 

Исследованиям устойчивости и колебаний подкрепленных продольными и поперечными 

ребрами изотропных оболочек без среды при статическом и динамическом нагружении 

посвящена монография [1]  Асимптотический анализ собственных частот 

неосесимметричных и осесимметрических колебаний неподкрепленных ортотропных 

цилиндрических оболочек в бесконечной упругой среде, заполненной жидкостью, проведен 

в работах [2, 3]. Cобственные колебания в бесконечной упругой среде, усиленные 

продольной и перекрестной системой ребер изотропной цилиндрической оболочки с 

протекающей жидкостью, рассмотрены в работах [4, 5]. В работах [6, 7] исследована задача о 

свободных колебаниях усиленных продольной и перекрестной системой ребер и 

нагруженной осевыми сжимающими силами изотропных цилиндрических оболочек, 
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заполненной средой. Параметрические колебания нелинейной и неоднородной по толщине 

вязкоупругой цилиндрической оболочки и стержней, контактирующих с вязкоупругой 

средой, исследованы в работах [8, 9]. Свободные колебания усиленных перекрестными 

системами ребер и нагруженной осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой 

цилиндрической оболочки с заполнителем исследованы в работе [11]. В работе [12] 

рассмотрены свободные колебания усиленных поперечными системами ребер и нагруженной 

осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой цилиндрической оболочки, с 

протекающей жидкостью. Работа [13] посвящена исследованию свободных колебаний 

усиленных продольными системами ребер и нагруженной осевыми сжимающими силами 

ортотропной цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью. 

В данной работе исследуется свободное колебание усиленных перекрестными системами 

ребер и нагруженные осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой 

цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Полная энергия упругой деформации подкрепленной перекрестными системами ребер, 

нагруженной осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой цилиндрической 

оболочки имеет вид: 
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Здесь   ,    ,    ,      – площадь и моменты инерции поперечного сечения  -го поперечного 

стержня соответственно относительно оси    и оси, параллельной оси    и проходящей 

через центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении;  ̃ ,  ̃  – модули 

упругости и сдвига материала  -го поперечного стержня, соответственно,   – радиус 

срединной поверхности оболочки,   – толщина оболочки,  ,  ,   – составляющие 

перемещений точек срединной поверхности оболочки,   ,    – координаты криволинейных 

краев оболочки;   ,    ,    ,      – площадь и моменты инерции поперечного сечения  -го 
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продольного стержня относительно оси   , и оси, параллельной оси    и проходящей через 

центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении;  ̃ ,  ̃  – модули упругости 

и сдвига материала  -го продольного стержня,   – временная координата,   ,   ,    – 

плотности материалов, из которых изготовлены оболочка,  -й продольный,  -ый поперечный 

стержень, соответственно,   ,   ,    – компоненты вектора давлений, действующего со 

стороны  жидкости. В случае идеальной жидкости        . 

Выражения для внутренних сил и моментов представим следующим образом: 
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Напряжения     и деформации     в срединной поверхности в соотношениях (2) 

определяются следующим образом: 
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где    ,     ,      и     – основные модули упругости ортотропного материала, которые 

выражаются через модули упругости   ,     в координатных направлениях, модуль 

упругости при сдвиге   и коэффициенты Пуассона   ,    по формулам 

    
  

      
        

  

      
        

    

      
 

    

      
               

Уравнение движения подкрепленной перекрестными системами ребер, нагруженной 

осевыми сжимающими силами ортотропной вязкоупругой оболочки с движущейся 

жидкостью, получены на основе принципа стационарности действия Остроградского-

Гамильтона: 

       (5) 

где   ∫    
   

   – действие по Гамильтону,   – функция Лагранжа,    и     – заданные 

произвольные моменты времени. 

Предполагая, что основная скорость потока равна   и отклонения от этой скорости малы, 

воспользуемся волновым уравнением для потенциала возмущенных скоростей   по [10]: 
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На контактной поверхности оболочка-жидкость соблюдается непрерывность радиальных 

скоростей и давлений. Условие непроницаемости или плавности обтекания у стенки 

оболочки имеет вид [10, 14]: 
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Равенство радиальных давлений со стороны жидкости на оболочку 

     |                                                                            ( ) 

Дополняя контактными условиями (7), (8) выражение для полной энергии оболочки (1), 

уравнение движения жидкости (6), приходим к задаче о собственных колебаниях 

подкрепленной продольными системами ребер, нагруженной осевыми сжимающими силами 

ортотропной цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Перемещения оболочки будем искать в виде: 
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Здесь   ,   ,    – неизвестные постоянные;  ,   – волновые числа в продольном и окружном 

направлениях соответственно,     ̃    ̃  – комплексная частота,       ,  
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Потенциал возмущенных скоростей   ищем в виде: 

  (        )   ( )                  . (10) 

Используя (10), из условия (7) и (6), имеем: 
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   )  ,    – модифицированная 

функция Бесселя первого рода порядка  ,    – функции Бесселя первого рода порядка  . 

Далее в (8) в качестве    должна быть взята величина      , где   – давление по (11). С 

учетом (9), давление   можно представить в виде: 
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После подстановки (13), (9) в (5), задача сводится к однородной системе линейных 

алгебраических уравнений третьего порядка 

                      (       )                                              (  ) 

Элементы    ,    ,     (       ) имеют громоздкий вид, поэтому здесь не приводятся. 

Нетривиальное решение системы линейных алгебраических уравнений (14) третьего порядка 
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возможно лишь в случае, когда    – корень ее определителя. Определение    сводится к  

трансцендентному уравнению, так как    входит в аргументы функции Бесселя   : 

|

 ( ̆        
 )  ̆   ̆  
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|            (  ) 

Отметим, что при     уравнение (15) переходит к частотному уравнению свободных 

колебаний подкрепленными перекрёстными  системами ребер, нагруженной осевыми 

сжимающими силами ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной покоящейся 

жидкостью. 

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Рассмотрим некоторые результаты вычислений, выполненных численно, исходя из 

приведенных выше зависимостей.  

Для геометрических и физических параметров, характеризующих материалы оболочки, 

среды были приняты: 

                                 ⁄            ̃              ⁄                

                       ⁄                                           ; 

                                                                                   

     

     
                                             ̃              ⁄   

   

     
                                                          

На рис. 1 показаны зависимости параметра частоты    от относительной скорости потока 

      ⁄ ,       при различных значениях   и  . 

 

Рис. 1. Зависимость параметра частоты от скорости потока для подкрепленной перекрестными  

системами ребер цилиндрической оболочки с движущейся жидкостью 

В графиках штриховым линиям соответствуют колебания  подкрепленной перекрестными 

системами ребер, нагруженной осевыми сжимающими силами упругой ортотропной 

цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью, а сплошным – колебания 

подкрепленной перекрестными системами ребер, нагруженной осевыми сжимающими 



250 Vìsnik Zaporìzʹkogo nacìonalʹnogo unìversitetu. Fìziko-matematičnì nauki 

Фізико-математичні науки  ISSN 2518-1785 (Online), ISSN 2413-6549 (Print) 

силами вязкоупругой ортотропной цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью. 

Видно, что увеличение скорости и учет вязкости материала оболочки приводит к снижению 

частоты. Важно отметить значения   , при которых частота колебаний обращается в нуль. 

Очевидно, здесь должна произойти потеря устойчивости оболочки. Кроме того, с 

увеличением отношений     ⁄  частоты колебаний системы увеличиваются. 

 

Рис. 2. Зависимость параметра частоты подкрепленной перекрестными системами ребер  

цилиндрической оболочки с движущейся жидкости от сжимающих напряжений 

Наконец, рис. 2 иллюстрирует влияние сжимающих напряжений на параметр минимальной 

частоты колебаний 
 

подкрепленной перекрестными системами ребер цилиндрической 

оболочки с движущейся жидкостью. Видно, что с увеличением сжимающих напряжений 

параметр частоты колебаний рассмотренной системы сначала плавно, а затем при 

определенном значении сжимающих напряжений резко уменьшается.  
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