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Досліджуються крайові періодичні задачі для лінійного та квазілінійного рівнянь гіперболічного 

типу, використовуючи аналітичні методи. Побудовано оператор, що переводить клас 2π-

періодичних функцій у самого себе. Встановлено оцінки, необхідні для доведення теореми 

існування розв’язку квазілінійної крайової періодичної задачі. 

Ключові слова: крайова періодична задача, квазілінійне рівняння, властивості розв’язку, інтегральний 

оператор, аналітичний метод. 

ИНТЕГРА-ОПЕРАТОРНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  

КРАЕВЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 

1
Хома Н. Г., к. ф.-м. н., доцент, 

1
Хома–Могильская С. Г., к. ф.-м. н., доцент,  

2
Хохлова Л. Г., к. ф.-м. н., доцент 

1
Тернопольский национальный экономический университет,  

ул. Львовская, 11, г. Тернополь, 46020, Украина 

2
Тернопольский национальный педагогический университет им. Владимира Гнатюка,  

ул. М. Кривоноса, 2, г. Тернополь, 46027, Украина 

khoma.nadiya@gmail.com, sv_khoma@ukr.net, larysa_khokhlova@ukr.net 

Исследуются краевые периодические задачи для линейного и квазилинейного уравнений 

гиперболического типа, используя аналитические методы. Построен оператор, переводящий 

класс 2π-периодических функций в себя. Установлены оценки, необходимые для доказательства 

теоремы существования решения квазилинейной краевой периодической задачи. 
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We obtain some results concerning the investigation the boundary-value periodic problems for the linear 

and quasilinear non-homogeneous second order hyperbolic equations using analytical method.  

The boundary-value periodic problem for differential equations in partial derivatives, including 

hyperbolic equations, are complicated and controversial subject of study. Boundary problems with data 

throughout the border region as well as the problem of non-local (including integrated) conditions for 

hyperbolic equations in limited areas are, generally speaking, relatively correct. Many authors link the 
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solvability of such problems with the problem of small denominators and use the methods of nonlinear 

functional analysis, the theory of implicit functions, variation methods.  

We use the analytical methods in the research of periodic boundary-value problems for second order 

hyperbolic equations. We build the integrated operators and seek the solution in specially spaces of 

continuously differentiated periodic functions. By studying the properties of the internal integral of the 

function    
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   0, , 0v t v t  ,    , 2 ,v x t v x t  ,  ,x t  2
R , are established. Obtained result can be used for 

further research the uniqueness of the solution to quasi-linear boundary-value periodic problem. 

Key words: boundary-value periodic problem, quasi-linear equation, solution properties, integral operator, 

analytical method. 

ВСТУП 

Крайові періодичні задачі для диференціальних рівнянь у частинних похідних, зокрема 

гіперболічних рівнянь, є складним та неоднозначним об’єктом дослідження. Крайові задачі з 

даними на всій границі області, а також задачі з нелокальними (у тому числі інтегральними) 

умовами для гіперболічних рівнянь в обмежених областях є, загалом, умовно коректними. 

Багато авторів пов’язують розв’язність таких задач з проблемою малих знаменників [1-3] та 

використовують при цьому методи нелінійного функціонального аналізу, теорії неявних 

функцій, варіаційні методи. Починаючи з 80-х років ХХ ст. ряд учених [4-6], при 

дослідженні крайових періодичних задач для гіперболічних рівнянь другого порядку 

використовують аналітичні методи та у своїх працях будують інтегральні оператори і 

розв’язок шукають у спеціально визначених просторах неперервно диференційованих 

функцій для конкретних випадків періодичності. 

У нашій роботі, яка є продовженням праць [7-11], використано результати та методи 

досліджень [6, 10, 11]. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

При дослідженні крайових періодичних задач виду  ,t t xxu u g x t  ,    0, , 0u t u t  , 

   , 2 ,u x t u x t  , 0 x   , Rt , стверджується, що єдиний класичний (
2Cu ) 

розв’язок вказаних задач може існувати лише при додаткових умовах. Зокрема, у роботі 

О. Вейводи та М. Штедри [4] такими умовами є спеціальний клас функцій 

      3 : , , , 2A g g x t g x t g x t         та твердження, що розв’язок  

    0

1

, cos sin sink k

k

u x t a kt b kt kx




   (1) 

відповідної однорідної крайової періодичної задачі 0 0 0t t xxu u  ,    0 00, , 0u t u t  , 

   
00 , 2 ,u x t u x t  , 0 x   , Rt  є тривіальний (тобто 0k ka b  , Nk ). З іншого 

боку, в роботі П. Рабиновича [1] доведено, що класичний розв’язок крайової періодичної 

задачі   , ,tt xxu u F x t u  ,    0, , 0u t u t  ,    , 2 ,u x t u x t  , 0 x   , Rt  існує у 

вигляді      0, , ,u x t u x t w x t   без введення спеціального класу функцій і без обмеження 

на  0 ,u x t . Нами раніше встановлено [6], що результат О. Вейводи і М. Штедри вимагає 

додаткових умов і залежить від методу дослідження. А також показано, що і результат 

П. Рабиновича справедливий.  
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Якщо питання існування єдиного розв’язку досліджувати у вигляді ряду  

    
1

, sink

k

u x t u t k x




 ,      2k ku t u t  , (2) 

то звідси випливає, що він належить до класу обмежених функцій вигляду  

         2 2 : , , 2 , , 2Q u u x t u x t u x t u x t   

         . (3) 

Використовуючи введений клас функцій (3) і клас       2 : 2Q z z z            , 

встановимо ряд тверджень, на основі яких можна побудувати оператор, що переводить клас 

періодичних функцій 2 2Q  



  у цей же клас функцій та покажемо використання одержаних 

результатів для дослідження квазілінійних крайових періодичних задач. 

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАДАЧІ ТА ОБҐРУНТУВАННЯ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Безпосередньою перевіркою переконуємося, що для кожної непарної і 2 -періодичної 

функції    1

2z C Q   R  та    1,0

2 2,f x t C Q  



 2
R  лінійна крайова задача 

  ,t t xxu u f x t  ,      0, , 0u t u t  ,     2, Rx t   (4) 

має єдиний класичний розв’язок, який задається формулою 
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де  0 ,u x t  – розв’язок відповідної однорідної крайової задачі (  , 0f x t  ), а  ,Hu x t  – 

частинний розв’язок лінійної неоднорідної крайової задачі (4). 

Вивчаючи властивості внутрішнього інтегралу функції (оператора Даламбера) 
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можна дослідити існування 2 -періодичних розв’язків крайових періодичних задач для 

гіперболічних рівнянь другого порядку. Скористаємося позначенням 
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Лема 1. Якщо    2

2 2,f x t C Q  



 R , то 

1)    2 , , , ,K x t K x t    ; 

2)    , 2 , , ,K x t K x t    ; 

3)    , , 2 , ,K x t K x t    ; 

4)    , , , ,K x t K x t    . 

Доведення. Безпосередньою перевіркою переконуємося у справедливості твердження 1) 

леми 1. Доведемо друге твердження: 
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Аналогічно доводиться твердження 3) і 4) леми 1. 

Лема 2. Нехай    2

2 2,f x t C Q  
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 R . Тоді оператор, визначений формулою 
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при кожній функції     2z C Q   R  переводить функцію f  із класу 2 2Q  


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

 , 

причому 

   0, 0Pf t  ,     , 0Pf t  ,   Rt . (8) 

Доведення. Покажемо, що функція  Pf  задовольняє крайові умови (8). На основі (7) при 

0x   одержуємо 
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Оскільки при   2 2,f x t Q  
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  інтеграл 
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то на основі (9) і (10) маємо   0, 0Pf t  , тобто функція  Pf  задовольняє першу крайову 

умову (8). Тепер, покладаючи x   у формулі (7), одержуємо 
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Справді, 
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       
0

0

, , , ,

t t t

t t t

f d f d f d f d

   

   

              
   

     

           

       
0 0 0 0

, , , , 0

t t t t

f d f d f d f d

   

               
   

            . 
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Отже, на основі (11) і доведених рівностей маємо   , 0Pf t  , Rt . Отже, і друга крайова 

умова (8) виконується. 

Доведемо тепер справедливість рівностей 

      2 , ,Pf x t Pf x t  ; (12) 

      , 2 ,Pf x t Pf x t  ; (13) 

      , ,Pf x t Pf x t   . (14) 

Оскільки       0, , ,Pf x t u x t u x t  , то спочатку доведемо, що властивостями (12)-(14) 

володіє розв’язок    0 1
,

2

t x

t x

u x t d  




   однорідної крайової періодичної задачі 0 0 0t t xxu u  , 

   0 00, , 0u t u t  ,    0 0, 2 ,u x t u x t  , 0 x   , Rt . 

Нехай     2z C Q   R  . Тоді 

         

   

2 2

0

2 2

0 0

1 1 1 1
2 ,

2 2 2 2

0 , 0 , ,

t x t x t x t x

t x t x t x t x

u x t d d d d

u x t u x t

 

 

            
     

     

     

   

   
 

       
2

0 0

2

1 1
, 2 2 ,

2 2

t x t x

t x t x

u x t d d u x t





       
  

  

      ; 

       0 01 1
, ,

2 2

t x t x

t x t x

u x t d d u x t     
 

 

       , 

що й потрібно було довести. 

Тепер покажемо, що властивостями (12)–(14) володіє і розв’язок  

      
2

0 0

1 1
, , , , ,

2 2

t

u x t K x t K x t s ds d



 


 
  

 
  . (15) 

Справді, 

       
2

0 0

1 1
2 , 2 , , 2 , , ,

2 2

t

u x t K x t K x t s ds d u x t



    


 
      

 
  ; 

     
2 2

0 0

1 1
, 2 , 2 , , 2 ,

2 2

t

u x t K x t K x t s ds d

 

    


  
      

 
   

       
2 2 2

0 0 0

1 1 1 1
, , , , , , , ,

2 2 2 2

t t

t

K x t K x t s ds d K x t K x t s ds d

  

   
 

   
       

   
     

     
2 2

0 0

1 1
, , , , ,

2 4
u x t K x t K x t s ds d

 

 


 
    

 
   

       
2 2

0 0

1 2
, , , , , ,

2 4
u x t K x t K x t s ds d u x t

 


 


 
    

 
  . 
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     
2

0 0

1 1
, , ,

2 2

t x t x t s

x t x t s

u x t f d ds f s d d

 



     


     

     

 
    

 
     

     
2

0 0

1 1
, , ,

2 2

t x t x t s

x t x t s

f d ds f s d d u x t

 



     


   

   

 
       

 
    , 

що й потрібно було довести. 

Використовуючи доведені властивості для функцій  0 ,u x t  і  ,u x t  та зображення 

оператора       0, , ,Pf x t u x t u x t  , переконуємося у справедливості тверджень леми 2. 

Одержані результати дозволяють використовувати аналітичний метод для дослідження 

нелінійних та квазілінійних крайових періодичних задач. Покажемо це на прикладі такої 

квазілінійної крайової 2 -періодичної задачі: 

          
2

0

1
, , , , , , , , ,

2
t t xx t x t x t xv v F v v v x t F v v v x t s s F v v v x t s s ds




        , (16) 

    0, , 0v t v t  ,      , 2 ,v x t v x t  ,     2,x t R . (17) 

Теорема. Нехай для кожної функції    2 2

2 2,v x t C Q  



 R  функція 

           1 2

2 2, , , , , , , , , ,t x t xF v v v x t f x t v x t v x t v x t C Q  



  R . Тоді функція  ,v x t   

   , , ,t xPF v v v x t , визначена формулою 

       
1

, , , ,
2

t x

t x

t x

v x t PF v v v x t d  




    

     
2

0 0

1 1
, , , , , ,

2 2

t x t x t s

t x t x

x t x t s

F v v v d ds F v v v s d d

 



     


   

   

 
   

 
     

      0, , , ,t xz x t P F v v v x t   (18) 

є 2 -періодичним розв’язком задачі (16), (17). 

Доведення. Те, що функція  ,v x t , визначена інтегральним рівнянням (18), задовольняє 

умови (17), було показано при доведенні тверджень леми 2. Тепер доведемо виконання 

рівності (16). Обчислимо похідні другого порядку ttv  та xxv : 

         
2

0

1 1
, , , ,

2 4

x t s

t t x

x t s

v x t t x t x ds F v v v s d



   


 

 

        

     
0

1
, , , , , ,

2

t

t x t xF v v v x t F v v v x t   


     

  

      
2

0

1
, , , , , ,

2
t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s ds d







      


 ; 

 
 

 

 

 
1

,
2

t t

t x t x
v x t

t x t x

     
        
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      
2

0

1
, , , , , ,

4
t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s ds




        

  

 

  

 0

, , , , , ,1

2

t

t x t xF v v v x t F v v v x t

x t x t

   

 

      
        
  

  

 

  

 

2

0

, , , , , ,1

2

t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s
ds d

x t s x t s






      
            

  

      
1

, , , , , ,
2

t x t xF v v v x t F v v v x t    

      
2

0

1
, , , , , ,

4
t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s ds




       

або 

 
 

 

 

 
  

1
, , , ,

2
t t t x

t x t x
v x t F v v v x t

t x t x

     
         

 

      
2

0

1
, , , , , ,

2
t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s ds




        

  

 

  

 0

, , , , , ,1

2

t

t x t xF v v v x t F v v v x t

x t x t
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 

      
        
  

 
  

 

  

 

2

0

, , , , , ,1

2

t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s
ds d

x t s x t s






      
            

 ; (19) 

      
1

,
2

xv x t t x t x       

     
0

1
, , , , , ,

2

t

t x t xF v v v x t F v v v x t   


     

  

      
2

0

1
, , , , , ,

2
t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s ds d







      


 ; 

 
 

 

 

 
1

,
2

x x

t x t x
v x t

t x t x

     
        

 

  

 

  

 0

, , , , , ,1

2

t

t x t xF v v v x t F v v v x t

x t x t

   

 

      
        
  

 
  

 

  

 

2

0

, , , , , ,1

2

t x t xF v v v x t s s F v v v x t s s
ds d

x t s x t s






      
            

 . (20) 

На основі рівностей (19) і (20) знаходимо 
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         
2

0

1
, , , , , , , , ,

2
t t xx t x t x t xv v F v v v x t F v v v x t s s F v v v x t s s ds




        , 

що й потрібно було довести. 

Встановимо ряд оцінок, необхідних для доведення теореми існування розв’язку квазілінійної 

крайової періодичної задачі (16), (17). 

Лема 3. Нехай  ,f x t  – неперервна на прямокутнику  2П 0 2 ,0 2x t        функція. 

Тоді для ядра    , , ,

x t

x t

K x t f d





   
 

 

   оператора Д’Аламбера 

    
0

1
, ,

2

t x t

x t

Pf x t d f d





   
 

 

    справедлива оцінка 

  0, ,K x t M t   , 

де  
2

0
( , )
max ,
x t

M f x t


 . 

Лема 4. Нехай  ,f x t  – неперервна на прямокутнику 2П  функція. Тоді 

       
2

2 0
0 1

0 0

1 1
, , , , 2

2 2 2

t
M

K x t K x t s ds d t t M t



   


 
    

 
  , 

де   2

1 2t t t   , причому    2

1 0,2t t     . 

Доведення. Враховуючи твердження леми 3, маємо 

         
2 2

0 0 0 0

1 1 1
, , , , , , , , , ,

2 2 2

t t t
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що й потрібно було довести. 

Одержані оцінки ми використаємо в подальшому для доведення теореми єдиності розв’язку 

квазілінійної крайової періодичної задачі. 
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