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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ПРОДОВЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ  

ЗА ПАРАМЕТРОМ ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 

КРУГЛИХ ТРИШАРОВИХ ПЛАСТИН З НЕЛІНІЙНО-ПРУЖНИМ 
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Запропоновано рівняння рівноваги тришарових круглих пластин симетричної будови з 

ізотропними зовнішніми шарами і нелінійно-пружним ізотропним заповнювачем. Описано 

методику розв’язання задачі визначення деформованого стану, яка включає послідовне 

застосування методу Рітца та методу продовження розв’язку за параметром. Як чисельний 

приклад, розглянуто задачу визначення деформованого стану тришарової круглої пластини в 

нелінійно-пружній за Каудерером постановці, виконано порівняння отриманого розв’язку з 

іншими відомими дослідженнями.  

Ключові слова: тришарова симетрична пластина, кругла пластина, нелінійно-пружний заповнювач, 

метод продовження розв’язку за параметром. 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПРОДОЛЖЕНИЯ РЕШЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ  

ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ КРУГЛЫХ 

ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН С НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 
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Предложены уравнения равновесия трехслойных круглых пластин симметричного строения с 

изотропными наружными слоями и нелинейно-упругим изотропным заполнителем. Описана 

методика решения задачи определения деформированного состояния, которая включает 

последовательное применение метода Ритца и метода продолжения решения по параметру. В 

качестве численного примера, рассмотрена задача определения деформированного состояния 

трехслойной круглой пластины в нелинейно-упругой по Каудереру постановке, выполнено 

сравнение полученного решения с другими известными работами. 

Ключевые слова: трёхслойная симметричная пластина, круглая пластина, нелинейно-упругий 

заполнитель, осесимметричный изгиб, метод продолжения решения по параметру. 
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Composite materials (composites) and layered materials are one of the great technological advances of  

modern engineering. By the term layered materials we usually refer to materials that are combinations of 

two or more organic or inorganic layers. Layered materials allow to optimize some physical and 

mechanical properties of constructions. Sandwich structures are widely used in the aircraft and 

shipbuilding industries, the aerospace industry, civil engineering, electronics and other industries. Thus 

the stress-strain state analysis of sandwich structural elements is urgent. Herein study of circular 

sandwich plates with the nonlinear elastic core material has been investigated by parameter continuation 

methods. Currently, there are many experimental and theoretical works devoted to sandwich structures. 

Well known articles reviews devoted to sandwich structures. However, bending of circular sandwich 

plates with nonlinear elastic core still less investigated. In this paper it is derived the total potential 

energy equation of symmetric sandwich plates bending with isotropic face sheets and nonlinear elastic 

core material by H. Kauderer. The problem of developing effective methods for determining the stress-

strain state of sandwich structural elements is urgent. There is a need in summarizing the classical 

theories using the improved models, reflecting the behavior of modern materials. 

The paper describes bending equations of circular sandwich plates with isotropic face sheets and 

nonlinear elastic core. Parameter continuation method is described. Linear equations are solved by Ritz 

method. There are compared results of the analytical model with results of other works, using two 

problems. The effect of accounting nonlinear elastic core material on the bending is described. 

The introduction section of the article contains an overview of previous researches.  

The first section contains equation of total potential energy of circular sandwich plate. 

Parameter continuation method of sandwich circular plates with nonlinear elastic core is described in the 

second section.  

Results of the developed model are compared with results of other scientific researches.  

Conclusions and prospects for the future research are represented in the last section. Small amount of 

computation is an advantage of the developed model.  

Prospects for further research related to the consideration of the problems of nonlinear dynamics and 

stability of sandwich structural elements. 

Key words: sandwich symmetrical plate, circular plate, nonlinear-elastic core, buckling load, parameter 

continuation method. 

ВСТУП 

Розробка підходів до розрахунку напружено-деформованого стану шаруватих елементів 

конструкцій є досить актуальною задачею. Це зумовлено широким застосуванням, зокрема, 

тришарових пластин та оболонок в авіа- та суднобудуванні, космічній промисловості, 

цивільному будівництві, радіоелектроніці та інших галузях народного господарства. 

Актуальною є проблема розробки ефективних підходів до розв’язання задач механіки 

деформівного твердого тіла з урахуванням фізичної нелінійності матеріалів шарів. 

На даний момент опубліковано значну кількість досліджень з теорії тришарових пластин та 

оболонок. Одними з перших публікацій в області моделювання тришарових конструкцій є 

роботи [21, 22, 24], які присвячено визначенню деформування та критичних навантажень 

тришарових пластин. 

Посилання на роботи з моделювання тришарових елементів конструкцій можна знайти в 

оглядах [6, 13, 23]. Детальний аналіз класичних та уточнених моделей розрахунку 

тришарових і багатошарових конструкцій проводиться в статтях [14, 15, 17, 18, 20].  

У більшості робіт з розрахунку тришарових елементів конструкцій розглядається той чи 

інший варіант лінійної теорії. Однак, існує широка область деформацій, у якій геометрична 

лінеаризація ще зберігає значення, оскільки вона забезпечує точність, що задовольняє 

технічним вимогам, тоді як лінійний закон пружності вже не може бути застосований. Для 
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багатьох конструкційних матеріалів (високоміцних сталей, сплавів кольорових металів, 

полімерних матеріалів і ін.) зі збільшенням інтенсивності зовнішнього навантаження 

діаграма залежності між напруженнями і деформаціями відхиляється від лінійної. У такому 

випадку формулюється нелінійний закон пружності, наприклад, в формі Г. Каудерера [5]. 

Постановці і розв’язанню нелінійно-пружних задач присвячені монографії [5, 11]. Задачі 

згину й стійкості тришарових пластин, виконаних з нелінійно-пружних матеріалів, 

досліджуються в роботах [2, 3, 7, 9, 10, 19]. 

Отже, виходячи з аналізу проблемної області, можна зробити висновок, що порівняно 

невелика кількість робіт присвячена моделюванню шаруватих елементів конструкцій з 

урахуванням фізично нелінійних матеріалів. Це пов’язано з необхідністю розв’язання 

достатньо складних систем нелінійних диференціальних рівнянь. Одним з методів 

розв’язання таких систем може бути метод продовження розв’язку за параметром та його 

варіації, більш докладно про застосування цього методу в нелінійних задачах пластин та 

оболонок йдеться в роботах [1, 8, 12, 16]. 

У статті запропоновано підхід на базі методу Рітца та методу послідовних навантажень 

В.В. Петрова для визначення деформованого стану круглої тришарової пластини з нелінійно-

пружним заповнювачем під дією розподіленого поперечного навантаження. 

ФУНКЦІОНАЛ ПОВНОЇ ЕНЕРГІЇ КРУГЛОЇ ТРИШАРОВОЇ ПЛАСТИНИ 

Розглядається задача визначення деформованого стану круглої тришарової пластини під дією 

розподіленого поперечного навантаження q . Вважається, що зовнішні шари однакової 

товщини   виготовлені з ізотропного матеріалу з модулем Юнга E , коефіцієнтом Пуассона 

  та підкоряються закону Гука, приймаються гіпотези Кірхгофа. Середній шар товщини 2h  

виготовлено з нелінійно-пружного у формі Г. Каудерера ізотропного матеріалу та 

приймається гіпотеза про лінійний закон розподілення тангенціальних напружень по 

товщині заповнювача. 

Напруження в середньому шарі визначається виразами [5, 19]: 

    2 2

2 0 0 2 0 03 1 2 1r rK G            , 

     2 2

2 0 0 2 0 03 1 2 1K G             , (1) 

 2

2 01r rG      ,    2

2 01rz rzG     ,    2

2 01z zG      , 

де G , K  – модулі зсуву та об’ємної пружності матеріалу; 0 , 0  – середнє відносне 

подовження і інтенсивність деформацій зсуву. 

Параметр 2  характеризує зміну форми елемента конструкції в нелінійно-пружній стадії 

деформації і визначається експериментально [5, 11]; параметр 2  характеризує зміну об’єму 

елемента, далі вважаємо 2 0  . 

Основні рівняння теорії пружності для даної задачі наведено в статті [19]. Наведемо далі 

функціонал повної енергії в загальному вигляді відносно невідомих функцій: переміщення в 

площині пластини ( )u r  та прогину ( )w r   

       

2

2 2 2 2

0 0

1 1 1 3
1 2 2 2 3 4 4 2

2 1 2 1 2 1 2 1

R h h

h h

I I
EI I EI I EI I EI I

r r r r
dz dz

r r

 



 
 

   

 

 

        
          

            
   




     
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      2 2
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8 2

h

h

I I
GI I KI GI I KI

rh
 



        (2) 
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22
8 13 1

32

G
I I dz qw r rdrd

h
 



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



. 

В (2) використовуються наступні позначення 

  

2 22 9 4
1

3 3 2

K G
A

K G K G




 
,    

 
1

2

dw r
I u r z h

dr

 
    

 
,   

   2

2
2

2

d w r du r
I z h

dr dr

 
    

 
, 

 
 

3
2

dw r
I u r z h

dr

 
     

 
,   

   2

2
4

2

d w r du r
I z h

dr dr

 
    

 
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 
 5 2 4

dw r
I z zu r

dr
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 2

2
6

2

d w rz
I

h dr


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 
7 1

du r h z
I

dr h

 
  

 
,   

 
   8 4 2 4

dw r
I h u r
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   , 

 
5

9 6 7
4

I
I I I
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   ,   10 6 7I I I  ,   11 6 7I I I  ,   

1 11
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A I
I I I   , (3) 
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I I I A A I
I I I I I I A I

r h rh rh h
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5 1 1
14 9 10

12 6 3

I A
I I I
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   ,   

5 1 2
15 9 10

12 6 3

I A
I I I

rh
    ,    

2
16 13 5 11 10

9
I I I I I

rh
   . 

В якості апроксимацій переміщень відповідно методу Рітца обрано наступні координатні 

функції. 

Для вільного опирання: 

  
 

1

1

2 1
cos

2

n

i

i

i r
w r H

R






 
  

 
 ,    

 
1

1

2 1
sin

2

n

i

i

i r
u r L

R






 
  

 
 . (4) 

Для защемлення на контурі: 

 

2
2 2

0

1

( ) 1

in

i

i

r r
w r H H

R R

    
           

 ,    
2 1

0

1

1

in

i

i

r r
u r L L

R R





   
     

   
 . (5) 

Тут iH , iL , 0,i n  – параметри, які визначаються за методом Рітца.  

Після підстановки (4) або (5) в функціонал (2) та диференціювання за параметрами 

координатних функцій, отримаємо в загальному випадку систему нелінійних алгебраїчних 

рівнянь відносно параметрів 

  , , 0i i i

i

f H L q
H


 


,    , , 0i i i

i

g H L q
L


 


   ( 1, )i n . (6) 

Для розв’язання системи (6) застосовується метод продовження розв’язку за параметром, а 

саме його варіант – метод послідовних навантажень, який був запропонований 

В. В. Петровим [8] для розв’язку нелінійних рівнянь теорії пластин та оболонок. 
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Згідно методу послідовних навантажень, система (6) неявно задає залежність виду 

 i iH H q ,  i iL L q . Після диференціювання системи (6) за параметром q  отримаємо 

систему диференціальних рівнянь, лінійних відносно idH

dq
 і idL

dq
  

 

0,

0.

i i i i i

i i

i i i i i

i i

df dH df dL df

dH dq dL dq dq

dg dH dg dL dg

dH dq dL dq dq

  

  

 (7) 

У початковому ненавантаженому стані параметри координатних функцій (4), (5) дорівнюють 

нулю    0 0 0i iH L  . 

Згідно з методом послідовних навантажень, розв’язок системи (6) визначається наступною 

розрахунковою схемою  

 , 1 , ,i j i j i jH H H    ,   , 1 , ,i j i j i jL L L    ,   1j j jq q q    , (8) 

де jq  – крок навантаження, який задається, а ,i jH  і ,i jL  визначаються з системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь 
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 (9) 

Розрахункова схема (8), (9) має порядок точності  2

jO q . В розрахунковій схемі порядку 

точності  3

jO q  параметри ,i jH  і ,i jL  визначаються з системи (9) і використовуються для 

обчислення коефіцієнтів рівнянь (10) відносно параметрів ,i jH  і ,i jL  [4] 
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 (10) 

Невідомі параметри на подальших ітераціях визначаються за формулами  

 ,, 1 , i ji j i jH H H   ,   ,, 1 , i ji j i jL L L   ,   1j j jq q q    . (11) 

У літературі також представлені розрахункові схеми більш високого порядку точності [4]. 
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ЧИСЕЛЬНІ ПРИКЛАДИ 

Як чисельний приклад, розглянемо задачу визначення деформованого стану круглої 

тришарової пластини з такими параметрами: товщина середнього шару 
32 16 10h    м, 

товщина зовнішніх шарів 31 10    м, радіус пластини 0,4R   м; модуль зсуву та 

коефіцієнт Пуассона зовнішніх шарів – 
48 10G    МПа та 0,27   відповідно, модуль зсуву 

та модуль об’ємної деформації заповнювача – 
42,77 10G    МПа, 

46 10K    МПа (сплав 

алюмінію Д16Т).  

При врахуванні нелінійної пружності матеріалу Д16Т приймаємо наступні значення 

коефіцієнтів: 5

2 3,878 10    , 2 0   [5]. 

У таблиці 1 наведено значення прогину в центрі пластини, які отримані в роботі [19] за 

допомогою методу малого параметра та наступного аналітичного розв’язку систем лінійних 

диференціальних рівнянь. Наводяться дані для лінійного та нелінійно-пружного випадку.  

Таблиця 1 – Прогин в центрі пластини. Метод малого параметра  

Випадок 

 max 0w w , 
310
 м 

Вільне опирання Защемлення 

q , МПа q , МПа 

0,05 0,07 0,09 0,11 0,05 0,07 0,09 0,11 

Лінійний 1,609 2,253 2,897 3,541 0,391 0,547 0,704 0,860 

Нелінійний 1,622 2,289 2,976 3,691 0,396 0,560 0,731 0,910 

Значення прогинів таблиці 1 далі використовуються для верифікації результатів, отриманих 

за допомогою методу Рітца та методу послідовних навантажень.   

Значення таблиці 2 ілюструють збіжність методу Рітца при різній кількості членів рядів (4), 

(5).  

Таблиця 2 – Прогин в центрі пластини. Метод Рітца, лінійний випадок 

Кількість 

членів 

рядів  

(4), (5) 

 max 0w w , 
310
 м 

Вільне опирання Защемлення 

q , МПа q , МПа 

0,05 0,07 0,09 0,11 0,05 0,07 0,09 0,11 

3 1,588 2,224 2,859 3,495 0,387 0,541 0,697 0,851 

4 1,593 2,228 2,867 3,501 0,388 0,544 0,699 0,855 

5 1,593 2,230 2,865 3,505 0,391 0,547 0,704 0,860 

6 1,593 2,230 2,868 3,506 0,391 0,547 0,704 0,860 

7 1,593 2,230 2,868 3,506 0,391 0,548 0,705 0,861 

8 1,593 2,230 2,868 3,506 0,391 0,548 0,705 0,861 
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Таблиця 3 – Прогин в центрі пластини. Метод послідовних навантажень, нелінійний випадок  

Кількість 

членів 

рядів  

(4), (5) 

 max 0w w , 
310
 м 

Вільне опирання Защемлення 

q , МПа q , МПа 

0,05 0,07 0,09 0,11 0,05 0,07 0,09 0,11 

3 
1,599/ 

1,599 

2,254/ 

2,255 

2,926/ 

2,927 

3,622/ 

3,624 

0,388/ 

0,388 

0,544/ 

0,544 

0,701/ 

0,702 

0,861/ 

0,861 

4 
1,604/ 

1,605 

2,261/ 

2,262 

2,936/ 

2,937 

3,635/ 

3,637 

0,389/ 

0,389 

0,546/ 

0,546 

0,704/ 

0,704 

0,864/ 

0,861 

5 
1,611/ 

1,612 

2,272/ 

2,273 

2,950/ 

2,951 

3,652/ 

3,655 

0,392/ 

0,392 

0,550/ 

0,549 

0,709/ 

0,709 

0,867/ 

0,867 

6 
1,610/ 

1,610 

2,270/ 

2,271 

2,947/ 

2,948 

3,649/ 

3,652 

0,392/ 

0,392 

0,550/ 

0,550 

0,708/ 

0,708 

0,867/ 

0,867 

7 
1,645/ 

1,645 

2,319/ 

2,320 

3,013/ 

3,014 

3,733/ 

3,735 

0,392/ 

0,392 

0,550/ 

0,550 

0,710/ 

0,709 

0,870/ 

0,871 

8 
1,649/ 

1,649 

2,325/ 

2,326 

3,021/ 

3,023 

3,745/ 

3,747 

0,392/ 

0,392 

0,550/ 

0,550 

0,709/ 

0,709 

0,870/ 

0,871 

Так, в чисельнику табл. 3 наведено значення, розраховані за рівняннями (8), (9), в 

знаменнику – (10), (11). 

ВИСНОВКИ 

Отже, у нашій роботі розв’язано задачу визначення деформованого стану тришарової круглої 

пластини симетричної будови з ізотропними зовнішніми шарами та нелінійно-пружним 

ізотропним матеріалом заповнювача за допомогою підходу, який базується на використанні 
методу Рітца та методу продовження розв’язку за параметром. Результати розрахунків, 

отриманих з використанням цього підходу, порівнюються з аналітичними розв’язками за 

методом малого параметра, які опубліковано в попередніх роботах.  

Результати порівняння свідчать про задовільну збіжність методів як у лінійній, так і в 

нелінійній постановці. Так, при вільному опиранні контура пластини спостерігається 

відхилення значень прогину в центрі пластини до 2% від аналітичних розв’язків, при 

защемленні – до 4%. Показано, що необхідна порівняно невелика кількість членів 

координатних функцій метода Рітца для досягнення достатньої точності метода послідовних 

навантажень (від п’яти до восьми). Використано дві розрахункові схеми методу послідовних 

навантажень з порядками точності відповідно  2

jO q  та  3

jO q , однак, показано, що для 

задачі згину пластини різниця між отриманими за цими схемами результатами несуттєва. 

Перспективи подальшого дослідження пов’язані з використанням методу продовження 

розв’язку за параметром та його варіацій для дослідження нелінійних коливань і стійкості 

тришарових пластин та оболонок.  
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В данной работе рассматриваются свойства изометрических циклов в графе. Представлен 

алгоритм выделения множества изометрических циклов в графе. Для графов с циклическими 

фрагментами вводится понятие единичного цикла. Представлен алгоритм выделения множества 

единичных циклов в графе с циклическими фрагментами. Рассмотрены основные свойства 

единичных циклов. Вычислительная сложность представленных алгоритмов определяется как 

O(m). 

Ключевые слова: неориентированный граф, граф с циклическими фрагментами, изометрические 

циклы, единичные циклы. 
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У роботі розглядаються властивості ізометричних циклів у графі. У статті представлений 

алгоритм виділення множини ізометричних циклів у графі. Для графів з циклічними 

фрагментами вводиться поняття одиничного циклу. Представлений алгоритм виділення множини 

одиничних циклів у графі з циклічними фрагментами. Розглянуто основні властивості одиничних 

циклів. Обчислювальна складність представлених алгоритмів визначається як O(m). 

Ключові слова: неорієнтований граф, граф з циклічними фрагментами, ізометричні цикли, одиничні 

цикли. 
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This article presents a mathematical framework that allows solving a number of important combinatorial 

problems arising during the design of complex products and systems, the design of flat structures, the 

analysis of social networks and many other topical applied problems. This framework is based on the 

concepts of isometric and unit cycles of a graph and their properties. The aim of the presented research 

is a mathematical description of the properties of graph isometric cycles, as well as the introduction of 

the concept of unit cycles for graphs with cyclic fragments and the description of their properties. The 

presented mathematical framework basically follows the topological approach, which consists in the 


