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В данной статье с привлечением обобщенных на случай электромеханики гипотез Кирхгофа-

Лява записаны уравнения осесимметричных колебаний биморфных цилиндрической и 

конической оболочек конечной длины, составленных из упругого и радиально поляризованного 

электроупругого слоев. Приведены граничные условия механической и электрической групп, 

которые соответствуют случаю шарнирного закрепления торцов оболочки, при работе 

электроупругого слоя в режиме прямого или обратного пьезоэффекта. Целью настоящей работы 

является развитие аналитических методов исследования колебаний тонкостенных оболочек, в 

которых проявляется связанность механических и электрических полевых величин. В данной 

публикации, в частности, представлены уравнения движения конической и цилиндрической 

оболочек конечной длины, составленных из тонких упругого и электроупругого слоев. 

Ключевые слова: биморфная электроупругая оболочка, гипотезы Кирхгофа-Лява, нестационарные 

осесимметричные колебания, уравнения движения. 

mailto:babaevaa@ukr.net


 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 333 

Вісник Запорізького національного університету  № 2, 2017 

РІВНЯННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ КОЛИВАНЬ ЕЛЕКТРОПРУЖНИХ КОНІЧНОЇ  
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У статті із залученням узагальнених на випадок електромеханіки гіпотез Кірхгофа-Лява наведені 

рівняння осесиметричних коливань біморфних циліндричної і конічної оболонок кінцевої 

довжини, що містять пружний і радіально поляризований електропружні шари. Наведено 

граничні умови механічної та електричної груп, які відповідають випадку шарнірного 

закріплення торців оболонки, при роботі електропружного шару в режимі прямого або 

зворотного п'єзоефекту. Метою цієї роботи є розвиток аналітичних методів дослідження 

коливань тонкостінних оболонок, у яких проявляється зв'язаність механічних і електричних 

польових величин. У нашій публікації представлені рівняння руху конічної і циліндричної 

оболонок кінцевої довжини, складених з тонких пружного і електропружнього шарів. 

Ключові слова: біморфна електропружна оболонка, гіпотези Кірхгофа-Лява, нестаціонарні 

осесиметричні коливання, рівняння руху. 
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The subject of this work is devoted to the study of dynamic processes in electro-elastic systems and 

relates to one of the modern directions of mechanics of a deformable solid, and has intensive 

development in this direction in our time. The received fundamental scientific results in this area are 

widely used in improving existing ones and the creation of fundamentally new technical devices, the 

action of which is based on the use of the phenomenon of piezoelectric effect, which indicates their 

relevance. 

Expansion of knowledge on this problem requires the formulation of new classes of tasks, which, if 

possible, more fully take into account the design features and operating conditions of the real 

equipment, the development of effective methods for their solution and the discovery of new mechanical 

laws of processes in hydroelectric-elastic systems. 

In this paper, using the Kirchhoff-Love hypotheses generalized for the case of electromechanics, 

equations of axisymmetric oscillations of bimorph cylindrical and conical shells of finite length 

composed of an elastic and radially polarized electroelastic layer are recorded. The boundary conditions 

of the mechanical and electrical groups are given, which correspond to the case of hinging the ends of 

the shell, when the electroelastic layer is operating in the regime of a direct or inverse piezoelectric 

effect. The aim of this work is the development of analytical methods for studying the oscillations of 

thin-walled shells in which the mechanical and electrical field values are related. In this publication, in 

particular, the equations of motion of a conical and cylindrical shell of finite length, composed of thin 

elastic and electroelastic layers are presented. 

Key words: bimorph electroelastic shell, Kirchhoff-Love hypotheses, nonstationary axisymmetric oscillations, 

equations of motion. 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время широкое применение в различных отраслях техники находят 

электроупругие преобразователи энергии с тонкостенными активными элементами. 

Достаточно широкий перечень современных устройств, работа которых основана на 

пьезоэффекте, создаются на базе пьезоактивных элементов в виде оболочек вращения, в 

частности, конической и цилиндрической форм. Такие элементы характеризуются высокой 

эффективностью преобразования электрической/механической энергии и достаточной 

механической прочностью. 
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Вместе с тем прикладные вопросы, связанные с колебаниями электроупругих конической и 

цилиндрической оболочек конечной длины, к настоящему времени остаются недостаточно 

изученными. Среди единичных публикаций по данной проблематике следует отметить [1-3], 

которые посвящены изучению установившихся колебаний оболочек упомянутой геометрии. 

Вопросы, связанные с переходными режимами работы и демпфированием колебаний таких 

оболочек при действии гармонических электромеханических нагрузок, затронуты в 

публикациях [4, 5]. 

Следует отметить, что для электроупругих сферической и бесконечно длинной 

цилиндрической оболочек такие уравнения приведены в [6], для тороидальной – в [3]. 

КРУГОВАЯ КОНИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА 

Рассматривается круговая коническая оболочка, которая составлена из жестко соединенных 

между собой внутреннего металлического слоя толщиной mh  и внешнего слоя из 

поляризованной по толщине ph  пьезокерамики класса симметрии 6 mm [7]. Длина оболочки 

обозначена через l , а минимальный и максимальный радиусы торцевых поверхностей – 

через 1r  и 2r , соответственно. На поверхностях электроупругого слоя имеются сплошные 

тонкие электроды, внутренний из которых поддерживается на нулевом электрическом 

потенциале, а потенциал на внешнем обозначен через V . 

Для моделирования поведения рассматриваемой оболочки ввиду ее тонкостенности 

привлекаются механические гипотезы Кирхгофа-Лява для двухслойной структуры вцелом, 

которые дополняются аналогичной точности допущениями для характеристик 

электрического поля в электроупругом слое [8]. Тогда уравнения, описывающие 

осесимметричные колебания рассматриваемой оболочки, могут быть получены из  

классических уравнений теории тонких оболочек [9], если в них подставить коэффициенты 

первой квадратичной формы и радиусы координатной поверхности в виде 

 1 1A  ;   2 sinA r x   ;   1R  ;   2 tgR x  , (1) 

где x  – координата, отсчитываемая от вершины конуса вдоль образующей;   – полуугол 

раствора в вершине конуса. 

В результате получим систему дифференциальных уравнений 
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в которой w  и 0u  – нормальная и меридиональная составляющие вектора перемещения 

точек поверхности приведения, положение которой определяется расстоянием 0  

относительно поверхности соединения слоев; p p m mhm h h  ; j  – плотности материалов; t  

– время; силовые факторы с индексом «1» направлены вдоль образующей оболочки x , с «2» 

– в окружном направлении  ;   2
1 2 1 2

1 2

1 A
Q A M M

A A x x

 
    

. 

Значение 0  принимается таким, чтобы обеспечивалась наиболее простая связь между 

усилиями iN  и моментами iM  ( 1,2i ) с параметрами деформации поверхности приведения: 
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 (3) 

В свою очередь, деформации и изменения кривизн с учетом (1) выражаются через 

составляющие вектора перемещения следующим образом [9] – 

0
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Расчетные выражения для жесткостных коэффициентов ND  и MD  (см. (3)), коэффициентов 

Пуассона   и   совпадают с приведенными в [10]; 
p

p 0
2

h
    – смещение срединной 

поверхности пьезокерамического слоя относительно поверхности приведения. 

В результате несложных преобразований из исходной системы (2) получим систему 

уравнений движения оболочки в перемещениях: 
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. 

В последующем будем пользоваться безразмерными обозначениями, которые введем при 

помощи следующих соотношений: 
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где 1 2
0

2

r r
R


  – средний радиус оболочки. 

С использованием безразмерных обозначений система (2) преобразуется к виду 
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Уравнения (5) необходимо дополнить начальными условиями для компонент вектора 

перемещения и граничными условиями, которые в случае шарнирного опирания торцов 

запишутся в виде 

 0
ix xw   ;   

1 0
ix x

N

 ;   

1 0
ix x

M

 , (6) 

где 
sin

i
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r
x 


 ( 1,2i  ), а усилие 1N  и изгибающий момент 1M  с учетом обезразмеривания (4) 

определяются соотношениями 
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Граничные условия электрической группы зависят от режима работы электроупругого слоя. 

Так, если колебания оболочки возбуждаются электрическим путем, то функция V  считается 

заданной –  

  V f t , (7) 

а если электроды считаются разомкнутыми, то должно выполняться условие 
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 , (8) 

обеспечивающее постоянство суммарного заряда на электродах электроупругого слоя ( 1S  – 

поверхность, занимаемая электродом). 

Входящая в (8) нормальная к координатной поверхности ( ,x   ) составляющая 

электрической индукции 3D , в рамках обобщенных на случай электромеханики гипотез 

Кирхгофа-Лява, считается не зависящей от толщинной координаты   ( 3 0D   ) и 

определяется равенством [10]: 
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которое с использованием безразмерных переменных (4) запишется следующим образом 
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Здесь 
2
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В результате несложных преобразований для разности потенциалов V  на основании 

равенств (8) и (9) получим следующую формулу 
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ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА 

Для биморфной круговой цилиндрической оболочки с параметрами Ламе и радиусами 

1 1A  ;   2 0A R ;   1R  ;   2 0R R , 

уравнения колебаний в усилиях с учетом (2) запишутся в таком виде 
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2

01
1 2h

uN
q m

x t


 

 
;   

2 2

1 2
32 2

0

h

M N w
q m

x R t

 
  

 
. (11) 

Здесь 0R  – радиус поверхности приведения оболочки; x  – осевая координата, отсчитываемая 

от ее края. 

Физические соотношения, устанавливающие связь между усилиями и моментами с 

соответствующими деформациями координатной поверхности, представляются следующим 

образом –  

p0
1 1

0 0 1

N

hu w
N D e V

x R

 
      

;   
p0

2 1

0 0 1

N

hu w
N D e V

x R

 
       

; 

2
p p

1 12

0 1

M

hw
M D e V

x


 
  

, 

при получении которых также учитывались гипотезы Кирхгофа-Лява, согласно которым 

компоненты вектора деформации поверхности приведения и изменения кривизн равны 

0
11

u

x


 


;   

22

0

w

R
  ;   

2

11 2

w

x


 


;   22 0  . 

С использованием безразмерных переменных (4) из (11) получим систему уравнений 

движения в перемещениях, которые представляют собой систему двух линейных 

дифференциальных уравнений четвертого порядка: 

 

2 2

0 0
12 2

2 4 2

0
3 p2 4 2

;

.

u u w V
q

t x x x

uw w V
w q V

t x x x

   
   

   

  
     

   

 (12) 

При шарнирном закреплении торцов на контурах 1 0x   и 2x l  задаются граничные условия 

(6), в которых силовые факторы определяются равенствами 

0
1

u
N w V

x


  


;   
2

p

1 2

w
M V

x


 
 

. 

В случае работы электроупругого слоя в режиме «холостого хода» [8] граничное условие 

электрической группы (8) примет следующий вид: 

 
2

1

2

01
p 2

x

x

u w
V w dx

l x x

  
   

  
 . (13) 

Система уравнений в форме (5) или (12), совместно с начальными условиями и граничными 

условиями (6), (7), (10) или (13), образует полную систему уравнений начально-краевой 

задачи об осесимметричных колебаниях биморфной круговой конической и цилиндрической 

оболочек с шарнирно-закрепленными торцами. 
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