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В статье рассматриваются новые свойства для граней общего перестановочного многогранника. 

На основе критерия m -грани общего перестановочного многогранника в прямой форме получен 

новый критерий m -грани общего перестановочного многогранника в симметричной форме. 
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У статті розглядаються нові властивості для граней загального перестановочного многогранника. 

На основі критерію m -грані загального перестановочного многогранника у прямій формі 

одержано новий критерій m -грані загального перестановочного многогранника в симетричній 

формі. 
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New facts for the faces of arbitrary dimension of general permutation polyhedron are considered in the 

article. 

Herewith the general permutation polyhedron is set as the convex hull of the multiset of elements, each 

of which has its own multiplicity. 

Two forms of general permutation polyhedron are considered: the so-called direct form, in which the 

elements of the multiset are numbered (are ordered) by not ascending order and the symmetrical to it 

form with the opposite numbered elements. 

The system of required sets of indices and their characteristics are built on the basis of the m -faces 

criterion of general permutation polyhedron in the direct form. They allow getting a new criterion of m -

faces of general permutation polyhedron in a symmetrical form. 

Two equivalent forms for the symmetrical form are offered. They are suitable for the use in different 

cases.  

Key words: a permutable polyhedron, faces of a polyhedron, convex hull, permutations. 

ВВЕДЕНИЕ 

Исследование полиэдральной структуры выпуклых оболочек комбинаторных множеств 

является актуальным направлением исследований в комбинаторной оптимизации (см., 

например, [1-16]). 

Изучение граневой структуры перестановочных многогранников для разных множеств и 

мультимножеств, элементы которых переставлялись, рассматривалось в [2-6, 17-22]. При 

этом в [2, 17] и в [18] рассматривались только множества, причем в [18] – множество 

натуральных чисел. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

Пусть задано мультимножество  1,..., kG g g , с основой    1,..., nS G e e , первичной 

спецификацией    1,..., nG    , считаем, что 1 ... ne e  , 1 ... kg g  . 

Введем такие необходимые далее параметры: 

0 0k  , 1 1k   , …, 1 ...i ik      , …, 1 ...n nk k      . 

Обозначим  1,2,...,kJ k . 

Известна теорема (теорема 2.5 [4]), описывающая m -грани выпуклой оболочки всех 

перестановок элементов G  – общего перестановочного многогранника  kn G  – в форме 

(назовем ее прямой): 
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(2) 

В этой теореме (пункт б), в частности, утверждается следующее. Если для подмножеств 

1 ... kJ      неравенства в системе (1), (2) заменить равенствами, то множество F  

решений полученной системы является m -гранью общего перестановочного многогранника 

 kn G , а 

   1dim 1m F k           , (3) 
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где суммирование в (3) происходит по всем J , для каждого из которых найдется такое 

nj J , что 

1 1jk    ,   jk  , 

при этом считаем, что 
0 0  . 

В формулах (1)-(3) и далее A  обозначает количество элементов в множестве 

(мультимножестве) A . 

Часто используется другая форма общего перестановочного многогранника (ОПМ), которую 

приведем далее. Цель статьи – изложение результатов получения критерия m -грани для этой 

формы ОПМ. 

Рассмотрим вместе с G  равное ему переупорядоченное мультимножество  1,..., ,kQ G q q   

где 1 kq g , 2 1kq g  , …, 1i k iq g   , …, 1 2kq g  , 1kq g , обозначим основу    1,..., ,nS Q     

где 1 ne  , 2 1ne   , …, 1i n ie    , …, 1n e  , таким образом 1 ... kq q  , 1 ... n    . 

Первичная спецификация мультимножества Q  – кортеж в соответствии с порядком основы 

 S Q  – вектор    1,..., ,...,i nQ     , состоящий из кратностей элементов i  основы: 

   1i Q i n ik           1,2,...,ni J n   , (4) 

где  Q ik   означает кратность элемента основы 
i  в мультимножестве Q . 

Как известно [3, 4, 19], многогранник перестановок  kn G  может быть описан так: 
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(6) 

Эту форму ОПМ назовем симметричной для формы (1), (2). 

Рассмотрим вместе с системой (5) следующие неравенства: 
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  ,   kW J  ,   W k . (7) 

Понятно, что при W   каждое неравенство в (5) с учетом (6) одинаково с 

соответствующим неравенством в (7). 

Заметим, что множество 
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при фиксированном   и \kJ    совпадает с множеством 
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Рассмотрим множества 1 ... kJ      из приведенного выше пункта «б» теоремы 2.5 из 

[4]. Им соответствуют множества i  со следующими свойствами: 

\i k iJ   ,    0 0,1,2,..., 1,i J      ,  

 0 1 2 1...kJ               , (10) 

0   . 

Очевидно, 

 i ik       
0i J  . (11) 

Итак, система (1), (2) эквивалентна системе (5), (6), а множество F , задаваемое 

подмножеством 1 ... kJ      из (1) равно, согласно (8) и (9), множеству, которое из (5) 

задается подмножествами i  вида (10). 

Рассмотрим формулу (3) определения размерности m -грани F , используя связь (4) между 

i  и i . 

Имеем, 

   1dim 1m F k k k              

   1 1k          . (12) 

Суммирование в (12) производят по всем J , для каждого из которых найдется такое 

nj J , что  

 1 1jk    ;   jk   (13) 

с учетом 0 0  . 

Введем в рассмотрение параметры 

0 0  ; 1 1 n     ; 2 1 2 1n n         , …, 1 1... ...i i n n i            , 

 …, 1 1... ...n n n k            . (14) 

Условия (13) с учетом (11) и (14), если учесть, что 

 1 ...i i n ik k            0

ni J  , (15) 

записываются так: 

1 1n jk k       ;   n jk k      , 

или после упрощения 

n j    ,   1 1n j     , 
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где 0  ,  1,2,..., 1,J     ; nj J . Заметим, что, если nj J , то при этом то же 

можно сказать и про параметр 1t n j   , т.е. nt J . 

Отметим, что в силу равенства множеств (8) и (9) получаем из части «а» теоремы 2.5 [4] 

такое: для m -грани F  перестановочного многогранника  kn Q  существуют такие 

подмножества 0 1 1...k k mJ         , для которых неравенства в (5) обращаются в 

равенства при любом x F , где F  – множество решений системы, которая получается из 

(5), (6) заменой неравенств на равенства для    , 1k mJ   . Заметим, что для k m  из 

«а» в 2.5 [4] соответствующее множество есть пустым, т.е. k m    в силу (10). 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть мультимножество  1,..., kQ q q  имеет основу    1,..., nS Q    , первичную 

спецификацию    1,..., nQ    . Элементы Q  и  S Q  пронумерованы так, что 

1 ... kq q  ;   1 ... n    . 

а) Пусть F  – m -грань многогранника  kn Q , который определяется системой (5), (6). 

Тогда существуют такие подмножества 1 2 1 0...k m k m kJ            , для которых 

неравенства в (5) обращаются в равенства x F  , где F  – множество решений системы, 

полученной из (5), (6) заменой в (5) знака неравенства на знак равенства    , 1k mJ   . 

б) Если для подмножеств  1 1,...,    , где 1 2 1 0... kJ              , 

неравенства в (5), (6) заменить равенствами, то множество F  решений полученной системы 

является m -гранью многогранника  kn Q , где 

   1dim 1m F k           , (16) 

и нахождение суммы в формуле (16) проводится 
0J  , для каждого из которых найдется 

такое nt J , что 

1t    ,   
1 t   , 

при этом считаем, что 0  , а параметры 
t  

0

nt J   заданы соотношениями (14). 

Замечание 1. Иногда условия (10), (11), (16) удобно записывать так: 

условие (10) в виде: 

 \kW J      ,   
0J  ; (17) 

формулу (11) – таким образом: 

 W k    ,   
0J  , (18) 

а формула размерности m  из (16) трансформируется следующим образом: 

   1 1m k W W       , (19) 

где сумма определяется 
0J  , для которых nt J  , что 

 
1t W   ,   

1 tW   ; (20) 
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при этом 
0 0W  . 

Заметим, что поскольку 
0J , то 

0l J    . Поэтому формулы (17)-(20) можно 

переписать, учитывая, что выполняется условие  

 l    . (21) 

Формула (17) принимает вид: 

 \l kW J        
0J     (

0l J  ),   0 1 1... kW W W W J        ; (22) 

формула (18): 

 
lW k       

0J     (
0l J  ); (23) 

формула (19): 

   1 1l lm k         , (24) 

где суммирование ведется 
0l J  , для которых nt J  , что 

 
1t l   ;   

1l t   , (25) 

где (25) – трансформация формулы (20) при условии (21). 

Замечание 2. Не нужно путать lW  из замечания 1 и множество W  в формуле (7). 

ВЫВОДЫ 

В работе получен новый критерий m -грани для ОПМ в симметричной форме по критерию 

m -грани для прямой формы ОПМ. 

Как направление дальнейших исследований представляется возможным обобщить 

изложенные результаты на множество k -размещений, используя обе формы теоремы (для 

прямой формы ОПМ в виде системы (1)-(2) и для симметричной формы ОПМ в виде 

системы (5), (6)). 
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ПРО АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ 

ЛЯПУНОВА ТА РІККАТІ ДЛЯ МАЙЖЕ КОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 
1
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Розглянуто неперервні та дискретні майже консервативні автономні та керовані системи, 
які за допомогою деякого ортогонального перетворення зводяться до канонічних форм. Для 
перетворених систем побудовані рівняння Ляпунова та Рiккатi i показано, при яких 

значеннях параметра ε  їх асимптотичні розв’язки коректні, тобто вiдповiднi ряди збіжні. За 
допомогою зворотного перетворення отримана збіжність аналогічних рядів для початкових 
систем. 

Ключові слова: майже консервативна система, рівняння Ляпунова і Ріккаті, асимптотичні рішення, 
збіжність рядів. 

ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ ЛЯПУНОВА 

И РИККАТИ ДЛЯ ПОЧТИ КОНСЕРВАТИВНЫХ СИСТЕМ 
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Рассмотрены непрерывные и дискретные почти консервативные автономные и управляемые 
системы, которые с помощью некоторого ортогонального преобразования сводятся к 
каноническим формам. Для преобразованных систем построены уравнения Ляпунова и Риккати и 

показано, при каких значениях параметра ε  их асимптотические решения корректны, то есть 
соответствующие ряды сходящиеся. С помощью обратного преобразования получена сходимость 
аналогичных рядов для начальных систем. 

Ключевые слова: почти консервативная система, уравнения Ляпунова и Риккати, асимптотические 
решения, сходимость рядов. 
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