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ПРО АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ 

ЛЯПУНОВА ТА РІККАТІ ДЛЯ МАЙЖЕ КОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 
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Розглянуто неперервні та дискретні майже консервативні автономні та керовані системи, 
які за допомогою деякого ортогонального перетворення зводяться до канонічних форм. Для 
перетворених систем побудовані рівняння Ляпунова та Рiккатi i показано, при яких 

значеннях параметра ε  їх асимптотичні розв’язки коректні, тобто вiдповiднi ряди збіжні. За 
допомогою зворотного перетворення отримана збіжність аналогічних рядів для початкових 
систем. 

Ключові слова: майже консервативна система, рівняння Ляпунова і Ріккаті, асимптотичні рішення, 
збіжність рядів. 
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Рассмотрены непрерывные и дискретные почти консервативные автономные и управляемые 
системы, которые с помощью некоторого ортогонального преобразования сводятся к 
каноническим формам. Для преобразованных систем построены уравнения Ляпунова и Риккати и 

показано, при каких значениях параметра ε  их асимптотические решения корректны, то есть 
соответствующие ряды сходящиеся. С помощью обратного преобразования получена сходимость 
аналогичных рядов для начальных систем. 

Ключевые слова: почти консервативная система, уравнения Ляпунова и Риккати, асимптотические 
решения, сходимость рядов. 
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In the article are considered the continuous and discrete almost conservative autonomous and controlled 

systems that are reduced to the canonical form using some orthogonal transformation. For transformed 

systems, Lyapunov and Rikkati equations are constructed and is shown in which parameter ε  values 

asymptotic solutions are correct, i.e. corresponding series are convergent. Using the reverse 

transformation the convergence of similar series for initial systems is obtained. 

Key words: almost conservative system, Lyapunov and Riccati equations, asymptotic solutions, convergence 

of the series. 

ВСТУП 

У працях [1-3] розглянуто дослідження матричного рівняння Ляпунова для майже 

консервативних систем, а публікації [4-6] присвяченi оптимальному керуванню такими 

системами та дослідженню вiдповiдного рівняння Рiккатi. Для пошуку розв’язків матричних 

рівнянь Ляпунова i Рiккатi останні розкладаються в нескiнченнi системи матричних рівнянь, 

а вiдповiднi розв’язки в нескiнченнi ряди. Тому, природньо, постає задача про збіжність цих 

рядів. У названих працях це питання висвітлено не достатньо широко i строго. 

Запропоноване дослідження має заповнити цю прогалину. Нижче розглянуто неперервні та 

дискретні майже консервативні автономні i керовані системи, які за допомогою деякого 

ортогонального перетворення зводяться до канонічних форм. Потім для перетворених систем 

побудовано рівняння Ляпунова та Рiккатi i показано, при яких значеннях параметра ε  їх 

асимптотичні розв’язки коректні, тобто вiдповiднi ряди збіжні. За допомогою зворотного 

перетворення легко отримати збіжність аналогічних рядів для початкових систем. 

1. АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ ЛЯПУНОВА ТА РІККАТІ 

ДЛЯ НЕПЕРЕРВНИХ МАЙЖЕ КОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 

1. Розглянемо лінійну стаціонарну неперервну асимптотично стійку майже консервативну 

систему 

  0 1y A A y  ,    0 0 ,y t y  (1) 

де 2ny   – вектор стану, 
0 0 2 2

T

n nA A     – кососиметрична невироджена матриця 

загального вигляду, 
1 2 2n nA   – стала матриця збурення, 0  – малий параметр.  

За допомогою деякого ортогонального перетворення Tyx   від системи (1) перейдемо до [2]: 

  0 1x A A x  ,    0 0 ,x t x  (2) 

де 00 Tyx  , TTATA 11

~
 , а матриця 0

~
A  зведена до блочно-діагональної форми [8] 

  r

T GGGdiagTATA ,...,,
~

2100  , (3) 

де  iii SSdiagG ,..., , 
ii nniG 22  , 22

0

0
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Оскільки система (1) асимптотично стійка, то виконується нерівність  0 1Re 0A A   та 

існує додатно означена симетрична матриця – розв’язок nnP 22   матричного рівняння 

Ляпунова [7] 

    0 1 0 1 2 ,
T

P A A A A P Q       (4) 

де nnQ 22   – деяка невід’ємно означена матриця. 

У [1] показано, що матриці P  i Q  можна вибрати у вигляді степеневих рядів за малим 

параметром   

 ...2

2

10  PPPP  ,   2

0 1 2 ...Q Q Q Q     . (5) 

Матричне рівняння (4) еквівалентне нескiнченнiй системі матричних алгебраїчних рівнянь 

[1]: 

 0 0 0 0 0A P P A  , (6) 

0 1 1 0 0 1 1 0 12TA P P A P A A P Q    , 

 …….………………………………. (7) 

0 0 1 1 1 1 2T

i i i i iA P PA P A A P Q     , 

…….………………………………. 

Позначимо [2] 
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, (8) 

22, ijij PD , ,....2,1,,...,1,  knji  Матриця нульового наближення має такий вигляд 

  0 1,..., rP diag W W , (9) 

де блоки ,lW  1,...,l r  спеціальної структури. Тоді блоки 









43

21

cc

cc
Pij  можна визначити за 

однією з трьох формул  

 

2 3 1 4

1 22 2 2 2

1 4 2 3

3 42 2 2 2

, ,

, ;

j i j i

i j i j

j i j i

i j i j

d d d d
c c

d d d d
c c

   

   

   

   

  
 

 

 
 

 

, (10) 

 2
4 1

i

d
c c


  ,   1

3 2
2 i

d
c c


  ; (11) 

 
i

d
cc


2

14  ,   
i

d
cc


1

32  , (12) 

де 
ij

ij
dd

dd
D 










43

21
. Тут блоки ijP , ijD  для кожного k свої.  



 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 113 

Вісник Запорізького національного університету  № 2, 2016 

З формул (10)-(12) випливає, що при нерівностях ji   , 0i , які виконуються за умовою, 

значення відношення максимального по модулю з обчислених параметрів ic , 4,...,1i  до 

ненульового мінімального по модулю з параметрів, обчислених на попередньому кроці (від 

них залежать значення id ,  4,...,1i ), будуть обмеженими. 

Параметри ic , які не набули значень за формулами (11), (12), обчислюються з наступної 

системи рівнянь, що формуються з елементів матриці kD  за необхідними та достатніми 

умовами розв’язності k -го рівняння [2] 
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2 3
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43

21 , llll dd 32  . Матриці kQ задаються конкретні числові, якщо розв’язність цієї 

системи не залежить від них, або структурно (наприклад, діагональні) з вільними 

параметрами, яким надаються конкретні значення, виходячи з умов її розв’язності. 

Відношення максимального по модулю зі значень розв’язку системи (13) до ненульового 

мінімального по модулю із коефіцієнтів (вони залежать від розв’язку на попередньому 

кроці) будуть обмеженими. Умова обмеженості виконується, враховуючи зауваження щодо 

ic , 4,...,1i , послідовно для ,...2,1k . Параметри, що залишаються вільними, вважаємо 

обмеженими. 

Отже, з наведених вище міркувань випливає обмеженість відношень матричних норм 
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P 1 , ,...1,0i , де  - деяке додатне число. Тоді при 1  ряд 
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З (16) та [9, с.141] випливає збіжність ряду 
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Покажемо, що розв’язки ,P Q  вiдповiдного матричного рівняння Ляпунова для початкової 

системи (1), записані у вигляді подібному до (5), збігаються при деяких значеннях параметра 

 . Помножимо (4) зліва на матрицю T , а справа на TT  отримаємо 

    0 1 0 1 2
T

P A A A A P Q      , (17) 

де TTPTP 
~

, TTQTQ 
~

. Тоді із T , TT і (16) при 1  маємо 
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~
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, (18) 

де  TTT . Співвідношення (18) показує збіжність ряду 


0

~

i

i

iP . Коректність 

асимптотичного розкладу для матриці Q
~

 показується подібним чином. 

2. Розглянемо лінійну стаціонарну неперервну керовану майже консервативну систему 

  0 1y A A y Bu    ,    0 0 ,y t y  (19) 

де ny 2  – вектор стану, nn

TAA 2200

~~
  – кососиметрична невироджена матриця, 

nnA 221

~
  – стала матриця збурення, mu   – вектор керування, mnB  2

~
 – матриця при 

керуванні, 0  – малий параметр. 

Аналогічно до попереднього за допомогою деякого ортогонального перетворення Tyx   від 

системи (19) перейдемо до [5]: 

  0 1x A A x Bu    ,    0 0 ,x t x  (20) 

де 00 Tyx  , TTATA 11

~
 , BTB

~
 , а матриця 0

~
A  зведена до блочно-діагональної форми 0A  (3). 

Будемо шукати оптимальний регулятор для (19) у вигляді зворотного зв’язку за станом 

 Kxu   (21) 

з квадратичним критерієм якості 

  
0

,T TJ x Qx u Ru dt



   (22) 

де nmK 2  – деяка стала матриця, mmR   – додатно означена матриця, а nnQ   – 

невід’ємно означена матриця. 

Регулятор (21) буде оптимальним [7], якщо  

 ,1 SBRK T   (23) 

де nnS 22   – симетрична додатно означена матриця-розв’язок матричного рівняння 

Ріккаті 

    2 1

0 1 0 1 0
T TA A S S A A SBR B S Q         . 

Тут Q  та R  – матриці з (22). 

Введемо заміну [10] SP  , тоді прийдемо до наступного еквівалентного матричного 

рівняння Ріккаті: 
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     1

0 1 0 1 0.
T TA A P P A A PBR B P Q          (24) 

Виходячи з (24), матрицю - розв’язок P  будемо шукати у вигляді розкладу за параметром   

(5). Матрицю Q  зобразимо у вигляді подібного розкладу. 

Вiд параметричного матричного рівняння Рiккатi, підставляючи (5) в (24) i порівнюючи 

коефіцієнти при однакових степенях  , доходимо до нескінченної системи матричних 
рівнянь типу Рiккатi 

 ,00000  APPA  (25) 

1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 ,T TA P P A P A A P P BR B P Q      

,11

1

00

1

111110220 QPBBRPPBBRPPAAPAPPA TTT    

 ……………………………………………………..……. (26) 
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1

1

1111100 
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…………………………………………………………….. 

Позначимо [5] 
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 (27) 

22, ijij PD , ,....2,1,,...,1,  knji  Матриця 0P  має структуру (9). 

Оскільки ліві частини рівнянь системи (26) збігаються з лівими частинами вiдповiдних 

рівнянь системи (7), то блоки ijP  обчислюються за формулами (10)-(12), а вiльнi параметри з 

системи (13). При 1k система (13) складається з нелiнiйних рівнянь, для якої відношення 

максимального по модулю зi значень розв’язків до ненульового мінімального по модулю iз 

коефіцієнтів, як i для лiнiйних рівнянь, будуть обмеженими. Тоді, виходячи з міркувань, 

наведених у попередньому пункті, матимемо збіжність рядів (5) для .
1

,
1

min











  

Аналогічно до попереднього (спiввiдношення (18)) можна показати, що розв’язки P
~

, Q
~

 

вiдповiдного матричного рівняння Рiккатi для початкової системи (19), записані у вигляді, 

подібному до (5), збігаються при деяких значеннях параметра  . Для цього необхідно 

помножити (24) зліва на матрицю TT , а справа на T  і розглянути матриці PTTP T
~

, 

QTTQ T
~

, як це було показано вище. 

2. АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ ЛЯПУНОВА ТА РІККАТІ 

ДЛЯ ДИСКРЕТНИХ МАЙЖЕ КОНСЕРВАТИВНИХ СИСТЕМ 

1. Розглянемо дискретну лінійну стаціонарну асимптотично стійку майже консервативну 

систему 

      0 11 ,y k F F y k        00y y ,   ,...1,0k , (28) 
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де ny   – вектор стану, 
0

~
F  – ортогональна матриця  IFFFF TT  0000

~~~~
, nnF 1

~
 – 

довільна стала матриця, 0  – малий параметр. 

За допомогою деякого ортогонального перетворення Tyx   від системи (28) перейдемо до 

[3]: 

      0 11 ,x k F F x k        00 ,x x  (29) 

де 00 Tyx  , TTFTF 11

~
 , а матриця 

0

~
F  зведена до блочно-діагональної форми [8] 

  r

T GGGdiagTFTF ,...,,
~

2100  , (30) 

де 
11 221 nnIG  , 

22 222 nnIG  ,  iii SSdiagG ,..., , 
ii nniG 22  , 22












ii

ii

i
ab

ba
S , 

122  ii ba , ji bb  , для ji   ),...,1,( rji  , nnnn r  ...21 . 

Перетворена система (29) також асимптотично стійка, тому власні значення матриці 

коефіцієнтів 10 FF   лежать в одиничному крузі та існує додатно визначена матриця 

nnP  , яка задовольняє матричне рівняння Ляпунова [7] 

    0 1 0 1

T
F F P F F P Q      , (31) 

де nnQ   – деяка невід’ємно визначена матриця.  

Виходячи з вигляду рiвняння (31), будемо шукати матриці-розв’язки P  i Q  у вигляді 

степеневих рядів за малим параметром   (5). Вiд рівняння (31) перейдемо до нескінченної 

системи матричних рівнянь 

 ,00000  FPFP T
 (32) 

,10011000101 QFPFFPFFPFP TTT   

,21010111100202 QFPFFPFFPFFPFP TTTT   

 ………...……..…………………………….. (33) 

,12101111000 kk

T

k

T

k

T

k

T

k QFPFFPFFPFFPFP    

……………………………………………... 

Позначимо [3] 

 

11 1

1

11 1

0 1 1 1 1 0 1 2 1 1

1

,

, 0, 1,2,...,

n

k

T

n nn k

n

T T T

k k k k k

T

n nn k

P P

P

P P

D D

D F P F F P F F P F Q P k

D D

   

 
 


 
  

 
 

      
 
  

 (34) 

де 22, ijij PD , mij ,...,3 , 221211 ,, DDD , 21ijD mji ,...,3,2,1  . Матриця 0P  

має структуру (9). Тоді блоки ijP можна визначити за однією з формул: 
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 2141 d
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a
dcc

i
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1
dd

b

a
cc

i

i ; (36) 

 2141 d
b

a
dcc

i

i ,   ,2132 dd
b

a
cc

i

i   (37) 

де 
ij

ij
cc

cc
P 










43

21
, 

ij

ij
dd

dd
D 










43

21
; 

 
1212

2

1
DP  ; (38) 

 
 

 
1 2

1

1

2 1
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a d b d
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2 1

2

1

2 1

j j

j

a d b d
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; (39) 

 
 

 
1 2

1

1

2 1

j j

j

a d b d
c

a

 



,   

 
 

2 1

2

1

2 1

j j

j

a d b d
c

a

 



, (40) 

де  
jij ccP

221 ,    
jij ddD

221 , ;2,1i  

 0 , 1,2.ii ii iiP P D i      (41) 

Відзначимо, що блоки ,ijP  ijD для кожного k  свої. 

З формул (35)-(41) випливає, що при нерівностях ji aa  , 1ia , 0ib , які виконуються за 

умовою, значення відношення максимального по модулю з обчислених параметрів ,ic  

1,...,4i   до ненульового мінімального по модулю з параметрів, обчислених на 

попередньому кроці (від них залежать значення , 1,..., 4id i  ), будуть обмеженими. 

Параметри ic , які не набули значень за формулами (36), (37), обчислюються з наступної 

системи рівнянь, що формуються з елементів матриці kD  за необхідними та достатніми 

умовами розв’язності k -го рівняння [3] 

0, 1,...,lj id j l n   ,   1 1, 1, 2;ljd i   

 032  ljlj dd ,   ,1,...,1  inlj  (42) 

041  ljlj dd ,   1,..., , 3,..., ,ij l n i r    

де 
1 2

2 2

3 4

,lj

lj

d d
d

d d


 
  

 
 .T

ll lld d  Матриці kQ  задаються конкретні числові, якщо 

розв’язність цієї системи не залежить від них, або структурно (наприклад, дiагональнi) з 

вільними параметрами, яким надаються конкретні значення, виходячи з умов її розв’язності. 

Відношення максимального по модулю зi значень розв’язку системи (42) до ненульового 

мінімального по модулю iз коефіцієнтів (вони залежать від розв’язку на попередньому 
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кроці) будуть обмеженими, що виконується, враховуючи зауваження щодо ,ic  1,...,4i  , 

послідовно для ,...2,1k . Параметри, що залишаються вільними, вважаємо обмеженими. 

Звідси випливає обмеженість відношень матричних норм  
i

i

P

P 1 , ,...1,0i , де   – 

деяке додатне число, а отже, збіжність ряду 


0i

i

i P  при 1 . Оскільки матриці ,iQ  

1,2,...i   вибираються (для них виконується 1
, 1,2,...

i

i

Q
i

Q


  ), то аналогічно до 

неперервного випадку обидва ряди (5) будуть збігатися при 












1

,
1

min . Тут   – деяке 

додатне число. 

Можна показати (спiввiдношення (18)), що розв’язки P
~

, Q
~

 вiдповiдного матричного 

рівняння Ляпунова для початкової системи (28), записані у вигляді подібному до (5), 

збігаються при деяких значеннях параметра  . Для цього необхідно помножити (31) зліва на 

матрицю TT , а справа на T  і розглянути матриці PTTP T
~

, QTTQ T
~

. 

2. Розглянемо дискретну лінійну стаціонарну керовану майже консервативну систему [11] 

        0 11 ,y k F F y k Gu k          00y y ,   ,...1,0k , (43) 

де ny   – вектор стану, 0

~
F  – ортогональна матриця  IFFFF TT  0000

~~~~
, nnF 1

~
 – 

довільна стала матриця, mku )(  – вектор керування, mnG 
~

 – матриця при керуванні, 

0  – малий параметр. 

За допомогою деякого ортогонального перетворення Tyx   від системи (43) перейдемо до 

наступної [6]: 

        0 11 ,x k F F x k Gu k          00x x ,   ,...1,0k , (44) 

де 00 Tyx  , TTFTF 11

~
 , GTG

~
 , а матриця 0

~
F  зведена до блочно-діагональної форми 0F  

(30). 

Побудуємо оптимальний регулятор у вигляді зворотного зв’язку за станом 

    u k Hx k   (45) 

з квадратичним критерієм якості 

        
0

,T T

k

J x k Qx k u k Ru k




     (46) 

де nmH   – деяка стала матриця, mmR   – додатно означена матриця, а nnQ   – 

невід’ємно означена матриця. 

Регулятор (45) буде оптимальним [7], якщо  

   SFGRSGGH TT 12 
  , (47) 

де 10 FFF  , а nnS   – симетрична додатно означена матриця-розв’язок матричного 

рівняння Ріккаті 
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1

2 2 .T T T TS F SF F SG G SG R G SF Q 


     (48) 

Тут Q та R  – матриці із (46). 

Для спрощення розв’язання рівняння (48), введемо заміну [10] SP  , тоді прийдемо до 

наступного еквівалентного матричного рівняння Ріккаті: 

  
1

.T T T TP F PF F PG G PG R G PF Q  


     (49) 

Будемо шукати матрицю-розв’язок P  у вигляді розкладу за малим параметром і нехай 

матриця Q  представлена подібним чином (ряди (5)). 

Для спрощення рівняння (49), застосуємо відомий спосіб обчислення оберненої матриці 

 
1

TG PG R M


   шляхом розкладу її у збіжний ряд за малим параметром [12, 6]. 

 ...,2

2

10  MMMM   (50) 

де 0 1 2, , , ...M M M  – деякі симетричні матриці. Із властивості оберненої матриці випливає 

рівність 

    0 1 0 1... ... .TG P P G R M M I           (51) 

Зрівнюючи коефіцієнти  при однакових степенях малого параметра, приходимо до системи 

рівнянь 

,0 IRM  ,0001  GMPGRM T
,...0

1

1  




i

k

kik

T

i GMPGRM  

Звідки знаходимо невідомі матриці iM  

 1

0

 RM ,   





i

k

kik

T

i GMPGRM
1

1

1 ,   ,....2,1i  (52) 

Підставимо вирази для матриць ,F ,P ,Q M  в (49), отримаємо рівняння 

 

      

     

    

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

... ...

... ...

... ... .

T

T T

P P F F P P F F

F F P P G M M G

P P F F Q Q

   

   

   

       

      

      

 
(53) 

Зрівняємо коефіцієнти в (53) при однакових степенях  , прийдемо до нескінченної системи 
матричних рівнянь типу Ріккаті 

 00000  FPFP T , (54) 

,0000001000010101 QFPGGMPFFPFFPFFPFP TTTTT   

 ……………………………………………….….. (55) 

,1

)(),,,,(

11001100 



   k

kJtlqji

tl

T

qj

T

ik

T

k

T

k

T

k QFPGGMPFFPFFPFFPFP  

……………………………………………….. 

Тут         , , , , 1; , 0,1 ; , , 0, 1J k i j q l t i j q l t k i t j q l k           – множини індексів, 

,...2,1k . 
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Аналогічно до попереднього пункту позначимо [6] 

 

11 1

1

11 1

0 1 1 1 1 0 1

( , , , , ) ( )

1

,
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1,2,....

n

k

T

n nn k

n

T T T T

k k k i j q l t k

i j q l t J kT

n nn k

P P

P

P P

D D

D F P F F P F F P GM G PF Q

D D

k

  



 
 


 
  

 
 

    
 
  



  (56) 

Матриця 0P  має структуру (9). Оскільки ліві частини відповідних рівнянь систем (55) і (33) 

однакові, то блоки ijP  обчислюються за формулами (35)-(41), а вільні параметри знаходяться 

із системи (42). При 1k  система (42) складається з нелінійних рівнянь, для якої 
відношення максимального по модулю зі значень розв’язків до ненульового мінімального по 
модулю із коефіцієнтів, як і для лінійних рівнянь, будуть обмеженими. Тоді,  виходячи з 

міркувань, наведених вище, будемо мати збіжність рядів (5) для 












1

,
1

min . 

Аналогічно до попереднього (співвідношення (18)) можна показати, що розв’язки ,
~
P  Q

~
 

відповідного матричного рівняння Ріккаті для початкової системи (43), записані у вигляді, 
подібному до (5), збігаються при деяких значеннях параметра  . Для цього необхідно 

помножити (49) зліва на матрицю TT , а справа на T  і розглянути матриці ,
~

PTTP T  

QTTQ T
~

. 
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УДК: 546.815.23 

ВПЛИВ ІНТЕРКАЛЯЦІЇ ВОДНЕМ НА ЕЛЕКТРОХІМІЧНІ 

ВЛАСТИВОСТІ МОНОСЕЛЕНІДУ ІНДІЮ 

Квашнівська Н. М. 

Львівський національний університет імені Івана Франка, 

вул. Університетська, 1, Львів, 79000, Україна 

Natalka522@gmail.com 

Експериментально встановлено, що легування воднем шаруватого кристалу InSe покращує 

анодні і катодні реакції в кислих (H2SeO3, H2SO4) і нейтральному (вода) середовищах. 

Середовище розчину H2SeO3 дозволяє отримати менш від’ємні значення електродного 

потенціалу для чистого кристалу при освітлені і в темноті у середовищі дистильованої води. У 

нормальному розчині H2SO4 відбуваються інтенсивні процеси поляризації навіть без впливу 

сонячного випромінювання, і це спостерігається як у наводненому, так і в чистому кристалі. 

Беручи до уваги результати, отримані в кислому (сірчаної кислоти) та в нейтральному 

середовищах, встановлено, що анодні і катодні реакції мають більш повільний характер при 

негативних значеннях потенціалу порівняно з середовищем селенистої кислоти. 
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