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НЕСТАЦІОНАРНА ДЕФОРМАЦІЯ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ  

У ПРУЖНОМУ ПІВПРОСТОРІ ПІД ДІЄЮ НОРМАЛЬНИХ 
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Розглядається тривимірний пружний півпростір з циліндричною порожниною, яка підкріплена 

оболонкою, причому вісь оболонки розташована перпендикулярно до площини, що обмежує 

півпростір. Розглянуто випадки, коли на поверхню оболонки діють вісесиметричні динамічні 

нормальні навантаження. Рух півпростору описувався динамічними рівняннями теорії пружності, 

а рух оболонки описувався рівняннями, які враховують поперечний зсув та інерцію обертання 

(оболонка типу Тимошенко). Задача розв’язана методом інтегральних синус та косинус 

перетворень Фур’є (за осьовою змінною), та Лапласа (за змінною часу), обернення яких 

проводилось чисельно. Отримані результати проілюстровано графічно. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, пружний півпростір, динамічне навантаження, вісесиметрична 

задача. 
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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В 

УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ПОД ДЕЙСТВИЕМ НОРМАЛЬНЫХ 
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Рассматривается трехмерное упругое полупространство с цилиндрической полостью, которая 

подкреплена оболочкой, причем ось оболочки расположена перпендикулярно к ограничивающей 

полупространство плоскости. Рассмотрен случай, когда на поверхность оболочки действуют 

осесимметрические динамические нагрузки. Движение полупространства описывается 

динамическими уравнениями теории упругости, а движение оболочки описывается уравнениями, 

которые учитывают поперечный сдвиг и инерцию вращения (оболочка типа Тимошенко). Задача 

решена методом интегральных синус и косинус преобразований Фурье (по осевой переменной), 

и Лапласа (по переменной времени), обращение которых проводилось числено. Полученные 

результаты проиллюстрированы графически. 

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, упругое полупространство, динамическая нагрузка, 

осесимметричная задача. 
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Infinite cylindrical shell, embed in three-dimensional elastic half-space is considered. We assume that 

half-space and shell are rigidly bonded on the half-space surface with absolutely-rigidly half-space. 

Case, when impulsive axi-symmetrical normal load, which depends on time as unit Heaviside function 

is subjected to surface of the shell, is studied. For the results to be compared, corresponding static load 

is considered. Axi-symmetrical normal load, which depends on time as exponential function is 

considered too. 

Half-space motion is described by elastic theory dynamic equations. Shell’s motions are described by 

equations, which consider cross shift and rotary inertia (Timoshenko’s shell). 

Elastic theory dynamic equations are solved by method of two potential functions. Then integral 

transform technique is used. Fourier sine and cosine transform on axial variable, and Laplace transform 

on time are used. 

Transform solutions for displacements and stresses are inversed numerically. Filon’s method (to inverse 

sine and cosine Fourier transform) and the displaced Legendre’s polynoms method (to inverse Laplace 

transform) are used. 

Radial displacements and stresses for normal load, that depend on time as unit Heaviside function, are 

observed to aspire to static solution in large timescales. For the case, when normal load depends on time 

as exponential function, it is shown, that shell’s radial displacements and stresses aspire to zero in large 

timescales. 

Key words: cylindrical shell, elastic half-space, dynamic loads, axi-symmetrical problem. 

ВСТУП 

На сьогодні достатньо добре досліджені динамічні задачі для циліндричних оболонок у 

необмеженому пружному інерційному просторі. У роботах [1-4] розглянуті подібні задачі в 

нестаціонарній постановці з використанням різних методів моделювання реакції простору. 
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Стаття присвячена нестаціонарним динамічним задачам для пружних оболонок у пружному 

інерційному півпросторі, який обмежено площиною, причому вісь оболонки 

перпендикулярна цій площині. Припускається, що цей півпростір жорстко зчеплений з 

абсолютно твердим півпростором. Досліджується питання впливу глибини розташування 

навантаження на динамічний напружено-деформований стан системи оболонка-півпростір. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглядається вісесиметрична нестаціонарна деформація нескінченно довгої циліндричної 

оболонки, яка знаходиться у лінійно-пружному, однорідному та ізотропному півпросторі під 

дією нормальних до її поверхні навантажень. Оболонка розташована таким чином, що її вісь 

перпендикулярна до площини, що обмежує півпростір (рис. 1). Також припускається, що 

площина, яка обмежує півпростір, жорстко з’єднана з абсолютно жорстким півпростором. 

Нехай оболонка та півпростір віднесені до нерухомої циліндричної системи координат 

 , ,r x , але для даної вісесиметричної задачі всі величини не залежать від змінної  . 

Внутрішній радіус оболонки b , а зовнішній – a . Площина, що обмежує півпростір задається 

рівнянням .0x  В момент часу 0t  оболонка та простір знаходяться в стані спокою та 

вільні від напружень. Потім в момент часу 0t  в області ,x l d   r b  прикладається 

імпульсивне нормальне навантаження 0F , яке залежить від часу як одинична функція 

Хевісайда, або за показниковим законом. Для порівняння результатів при заданому 

навантаженні розглянута аналогічна статична задача. У всіх випадках вважаємо, що 

оболонка і півпростір жорстко зчеплені. 

 
Рис. 1. Пружний півпростір з циліндричною порожнино, підкріпленою оболонкою у циліндричній системі 

координат 

У цій роботі рух оболонки будемо описувати за допомогою рівнянь, які враховують 

поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу Тимошенко), а півпростір, що оточує 

оболонку, описується динамічними рівняннями теорії пружності. 
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У векторній формі динамічні рівняння теорії пружності мають вигляд [5, с.551]: 

  
     

 22
2 2

2 2 2 2 2
2 ,

u
grad div u rot rot u

t
   


  
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 (1) 

де 
   rx uuu ,
2

  – вектор переміщень, 222 ,,   – параметри Ламе та щільність півпростору. 

При відсутності масових сил вводимо потенціальні функції ,  за формулами [5, с.565] 
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Підставляючи залежності (2) в рівняння (1). 

Маємо: 
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Рівняннями, які враховують поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу 

Тимошенко), у вісесиметричному випадку мають вигляд [6, с.43]: 
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де wu,  – осьове та радіальне переміщення серединної поверхні оболонки; x  – кут 

повороту нормалі до серединної поверхні оболонки в осьовому напрямку; 

   txqqtxqq xxrr ,,,   – нормальна та дотична реакції з боку півпростору на межі контакту 

з оболонкою;  txf ,  – нормальне навантаження, яке діє на внутрішню поверхню оболонки; 

1, h  – густина та товщина оболонки. 

Для жорсткого контакту між оболонкою і півпростором граничні умови запишуться так: 

                .,,,,,,,,,,,,,,, txutxautxwtxautxqtxatxqtxa xrrrrxrx    (6) 

Напруження, що необхідні для задоволення граничних умов (6), виражаються через 

переміщення за формулами: 
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Враховуючи, що на поверхні пружний півпростір жорстко зчеплений з абсолютно жорстким 

півпростором, тоді на поверхні (тобто при 0x ) переміщення обертаються в нуль. 
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Початкові умови у всіх випадках приймаються нульовими, тобто при 0t  шукані величини 

та їх перші похідні за часом вважаємо рівними нулю. 

Зауважимо, що для статичної задачі треба взяти рівними нулю похідні за часом, а всі 

величини не залежать від змінної t . 

РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ У ПРОСТОРІ ЗОБРАЖЕНЬ 

Для розв’язання задачі будемо використовувати перетворення Лапласа за часовою змінною: 

    
0

,pt

Lf p f t e dt



   (8) 

синус перетворення Фур’є за осьовою координатою: 
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та косинус перетворення Фур’є за осьовою координатою: 
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Перейдемо до безрозмірних величин: 
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Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною  , та синус-перетворення Фур’є за змінною 

*x  до рівнянь (3). Будемо мати: 
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Тепер застосовуємо перетворення Лапласа за змінною  , та косинус-перетворення Фур’є за 

змінною *x  до рівнянь (3). Будемо мати: 
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Загальний розв’язок рівнянь (12) та (13) з урахуванням умов затухання на нескінченності має 

вигляд: 
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де ,, 22
2

22
1 psmpsm P    а 10 , KK  – модифіковані функції Бесселя. 

Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною  , та синус-перетворення, а потім косинус-

перетворення Фур’є за змінною *x  до рівнянь (2) та (7). Отримуємо вирази для переміщень 

та напружень у просторі зображень: 
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Для рівнянь, які враховують поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу 

Тимошенко), у просторі зображень за Фур’є-Лапласом із (5) приходимо до такої системи: 
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У просторі зображень за Фур’є-Лапласом граничні умови (6) матимуть вигляд: 
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Враховуючи граничні умови (20) з третього та шостого рівняння системи (19) знаходимо 

функції    psps LCxLSx ,,,   відповідно: 
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Підставляючи (21) в друге рівняння системи (19), а вираз (22) в п’яте рівняння системи (19) і 

враховуючи перше та четверте рівняння системи (19), отримуємо систему чотирьох лінійних 

алгебраїчних рівнянь відносно невідомих        1 2 1 2, , , , , , ,S S C CC s p C s p C s p C s p , яку 

розв’язуємо методом Гауса. Отримані розв’язки підставляємо у вирази (14), а їх, в свою 

чергу, у вирази (15)-(18) і отримуємо розв’язок динамічної задачі у просторі зображень за 

Фур’є-Лапласом.  

Для відповідної статичної задачі розв’язок для півпростору будемо шукати у формі 

Папковича-Нейбера [5, с.185] через дві гармонічні функції  1 ,r x  і  2 ,r x : 
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Відповідні напруження виражаються через переміщення за формулами (7). 

Функції  1 ,r x  і  2 ,r x  задовольняють рівнянням: 
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Перейшовши до безрозмірних величин за співвідношеннями (11) та аналогічно до раніше 

викладеного застосувавши спочатку синус-перетворення, а потім косинус-перетворення 

Фур’є по змінній *x  до рівнянь (24), маємо: 
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Загальний розв’язок рівнянь (25) з урахуванням умов затухання на нескінченності має 

вигляд: 
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Застосувавши спочатку синус-перетворення Фур’є, а потім косинус-перетворення Фур’є за 

змінною *x  до співвідношень (23), враховуючи (11), маємо: 
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 (27) 

Синус-трансформанти відповідних напружень задаються формулами (16), а косинус-

трансформанти – формулами (18). 

Підставляючи співвідношення (26) в (27), а потім співвідношення (27) в граничні умови (20) 

та враховуючи систему (19) при 0p  отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

відносно )(),(),(),( 2121 sCsCsCsC CCSS . Після знаходження розв’язку системи методом Гауса 

підставляємо цей розв’язок у вирази (26), а їх у вирази (27) та (16), (18) в результаті чого 

знаходимо розв’язок статичної задачі у просторі зображень за Фур’є. 

РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНОГО АНАЛІЗУ 

Розглянемо випадок, коли в початковий момент часу 0t  в області brdHx  ,  

прикладається імпульсивне нормальне навантаження 0F , яке постійно діє на даній ділянці. 

Функція навантаження має вигляд: 

      tHdlxHFtxf  0, , (28) 

де  xH  – одинична функція Хевісайда, l  – відстань від поверхні до центру навантаженої 

ділянки, d  – половина довжини ділянки навантаження. 

Синус та косинус трансформанти навантаження (28) мають вигляд: 
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Обернення синус-перетворення Фур’є має вигляд [7, с.28]: 
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а обернення косинус-перетворення Фур’є має вигляд [7, с.28]: 
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Тоді оригінал функції  *1 xf  матиме вигляд: 
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Тоді з урахуванням (30), після обернення синус та косинус перетворень Фур’є, та оберненого 

перетворення Лапласа отримуємо вирази для нормальних переміщень та напружень у 

просторі оригіналів: 
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Відповідне навантаження для статичної задачі має вигляд: 

    lxdHFtxf  0, , (33) 

синус та косинус трансформанта Фур’є якого дорівнює: 
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Після обернення синус та косинус перетворень Фур’є за формулою (30) отримуємо вирази 

для нормальних переміщень та напружень у просторі оригіналів для статичної задачі: 
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Розглянемо випадок, коли в початковий момент часу 0t  в області brdlx  ,  

прикладається імпульсивне нормальне навантаження 0F , яке залежить від часу за 

показниковим законом. 

Функція навантаження має вигляд: 

     tedlxHFtxf  0, . (37) 

Синус та косинус трансформанти навантаження (36) мають вигляд: 
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Після обернення синус та косинус перетворень Фур’є за формулою (30), та обернення 

перетворення Лапласа отримуємо вирази для нормальних переміщень та напружень у 

просторі оригіналів: 
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Обчислення невласних інтегралів у виразах (31), (32), (35), (36), (39), (40) здійснювалось 

наближено з використанням метода Файлона [8, с.76], обернення перетворення Лапласа 

здійснювалось чисельно за допомогою зміщених поліномів Лежандра [9, с.42]. 

Розрахунки проведено для таких значень безрозмірних параметрів: 1 2 0,3,    30,   

* 4,   0,02,   * 1
.

2
d   Величини *

*

*, , ,r x l  – змінювалась. 

Рис. 2 та рис. 3 ілюструють зміну відповідно нормальних переміщень та напружень за 

осьовою координатою на межі контакту оболонки і пружного півпростору в різні моменти 

часу, для навантаження (28) при 5* l . 

На рис. 4 та рис. 5 зображено зміну відповідно нормальних переміщень та напружень за 

осьовою координатою для навантаження (28) при 1 , 5* l  при різних значеннях 

радіальної координати, тобто у пружному півпросторі при віддаленні від границі контакту з 

оболонкою. 

Рис. 6 та рис. 7 ілюструють зміну відповідно нормальних переміщень та напружень за 

осьовою координатою на межі контакту оболонки і пружного півпростору в різні моменти 

часу, для навантаження (28) при 3* l . 

Рис. 8 та рис. 9 ілюструють зміну відповідно нормальних переміщень та напружень за 

осьовою координатою на межі контакту оболонки і пружного півпростору в різні моменти 

часу, для навантаження (37) при 5* l . 

 

 
 

Рис. 2. Зміна нормальних переміщень за осьовою 

координатою на межі контакту оболонки і пружного 

півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда 

Рис. 3. Зміна нормальних напружень за осьовою 

координатою на межі контакту оболонки і пружного 

півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда 
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Рис. 4. Зміна нормальних переміщень за осьовою 

координатою при різних значень радіальної 

координати, для навантаження, що залежить від часу, 

як одинична функція Хевісайда 

Рис. 5. Зміна нормальних напружень за осьовою 

координатою при різних значень радіальної 

координати, для навантаження, що залежить від часу, 

як одинична функція Хевісайда 

 

 

 
 

Рис. 6. Зміна нормальних переміщень за осьовою 

координатою на межі контакту оболонки і пружного 

півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда 

Рис. 7. Зміна нормальних напружень за осьовою 

координатою на межі контакту оболонки і пружного 

півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу, як одинична функція Хевісайда 
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Рис. 8. Зміна нормальних переміщень за осьовою 
координатою на межі контакту оболонки і пружного 
півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу за показниковим законом 

Рис. 9. Зміна нормальних напружень за осьовою 
координатою на межі контакту оболонки і пружного 
півпростору в різні моменти часу, для навантаження, 

що залежить від часу за показниковим законом 

ВИСНОВКИ 

Отримано розв’язок вісесиметричної задача для циліндричної оболонки, розташованої у 
пружному півпросторі, на яку діють навантаження, яке залежить від часу як одинична 
функція Хевісайда та за експоненційним законом.  

Для навантаження, що залежить від часу за експоненційним законом, досліджено залежність 
нормальних переміщень та напружень від глибини прикладення навантаження, та їх 
розподілення за осьової координатою в різні моменти часу.  

Для навантаження, що залежить від часу як одинична функція Хевісайда було досліджено 
розподілення нормальних переміщень та напружень за осьовою та радіальною координатою 
в різні моменти часу та встановлено їх збіжність до статичного розв’язку. 
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The mixed problem of the elasticity theory for the homogeneous isotropic half-space with the infinite 

circular cylindrical cavity, parallel to the boundary of the half-space, is considered. These investigations 

are of practical interest in connection with problems of geomechanics and geotechnical engineering. The 

aim of the work is to substantiate and to apply the research method of the stress-strain state of elastic 

half-space with a circular cylindrical cavity in the case when the stresses are set on a half-space 

boundary and the displacements are set on a cavity surface. 

A boundary value problem for the Lame equation with the appropriate boundary conditions in the given 

domain is solved by the generalized Fourier method. The general solution of the boundary value 

problem is presented as a superposition of the external basis solutions of the Lame equation for the 

cylinder and the internal basis solutions for the half-space. The addition theorems of the basis solutions 

of the Lame equations for the cylinder and the half-space allow to satisfy the boundary conditions and to 

reduce the problem to the infinite system of linear algebraic equations which is solved by the reduction 

method. It is proved that the operator of the system is quite continuous in space 
2l . The results of 

numerical calculations have been presented. 

Key words: generalized Fourier method; elastic half-space; cylindrical cavity; basis solutions of the Lame 

equation; addition theorems; reduction method. 
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