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Розглядаються умови існування розв’язку задачі Коші для рівнянь гіперболічного типу в 

просторі Лебега. При доведенні теореми існування використовується схема Гальоркіна, 

будується послідовність наближення Гальоркіна та показується, що ця послідовність збігається 

до розв’язку рівняння. 
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Рассматриваются условия существования решения задачи Коши для уравнений 

гиперболического типа пространстве Лебега. При доказательстве теоремы существования 

используется схема Галеркина, строится последовательность приближения Галеркина и 

показывается, что эта последовательность сходится к решению уравнения. 
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Dedicated to the research of the conditions of existence of the solution of the Cauchy problem for 

hyperbolic equations in Lebesgue space. We conducted the research under the scheme: by the equation 

we built a special form and studied its properties, has its boundedness established this form creates an 

operator and we study the properties of the operator using the form that it generates. Then we have a 

theorem on the existence of the solution of the equation by which the form is built. To proof the theorem 

Galerkin scheme is being used, we built Galerkin sequence of approximation and showed that this 

sequence converges to the solution of the hyperbolic equation. 
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ВСТУП 
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де з фізичної точки зору функція  ,f x t  характеризує зовнішній вплив на систему, що 

досліджується. Нелінійна функції  , ,b x u u  враховує механізм взаємодії хвилі з 

середовищем, під час розповсюдження хвилі у випадку, коли швидкість розповсюдження 

хвилі є функцією частоти. 

Робота присвячена дослідженню слабкої розв’язуваності квазілінійних диференціальних 

рівнянь у частинних похідних гіперболічного типу з гладкими та вимірними коефіцієнтами. 

Дослідження базується на методах теорії напівгруп із застосуванням методу диференційних 

форм. Вивчення задачі проводиться за такою схемою: спочатку від гіперболічного рівняння, 

за допомогою певної заміни, здійснюється перехід до системи параболічних рівнянь 

спеціального вигляду і далі досліджується розв’язуваність цієї системи, при цьому виникає 

потреба в дослідженні рівнянь еліптичного типу. Рівняння еліптичного типу розглядаються 

за допомогою аналогу метода монотонних слабко компактних операторів. У роботі отримано 

аналог теореми типу Мінті-Браудера. При цьому розглядається новий тип операторів 

   : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1 . 

Розглянемо рівняння вигляду: 
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функції дійсного аргументу. Нелінійний оператор   

 

породжений диференційним виразом у 

частинних похідних, який має вигляд: 
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Вивчення задачі будемо проводити за схемою: спочатку від гіперболічного рівняння 

перейдемо до системи параболічних рівнянь за допомогою заміни: .
du

v
dt

  Тоді задача 

набуде вигляду: 

u ud

v vdt
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Отже, хвильове рівняння звелося до еволюційної системи рівнянь у певному 

функціональному просторі. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ В ПРОСТОРАХ  , , ,p l lL R d x p l 2 3  

Досліджується задача про існування розв’язку для гіперболічного нелінійного 

диференційного рівняння другого порядку в частинних похідних з вимірними коефіцієнтами 

в просторах  , , , .p l lL R d x p l 2 3  

Розглядається хвильове рівняння вигляду: 
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за умов, що  , ,t T 0     ,u u D  00  
 

  ,
du

v D
dt

  0

0
 де функції ,u0  v0  – дійсні задані 

функції. Де нелінійний диференційний оператор   породжений виразом, який має вигляд: 
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за умов його строгої еліптичності в евклідовому l -вимірному просторі, та 

       , , ,b x u u x u x u x      1 2 3
 

         , , , , .b x u u b x v v x u v x u v        4 5
 

В цій умові функції  PK A 2
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1
симетрична еліптична матрична 

функція, що задовольняє умови: існують , :R       0  виконується нерівність 

  ,a x      для всіх .lx R  

Вивчення цієї задачі здійснюватимемо за схемою: спочатку від гіперболічного рівняння 

перейдемо до системи параболічних рівнянь за допомогою наступної заміни: .
du

v
dt

  Тоді 

задача набуде вигляду: 

u ud

v vdt

    
    

    

0

0
,            , , , .t T u u D v v D      0 00 0 0  

Отже, хвильове рівняння звелося до еволюційної системи рівнянь у функціональному 

просторі  , ,p l lL R d x  ,p  2  .l  3  Розглянемо множину, що задається так: 

   , , ,p l l p l lL L R d x L R d x   ,p  2  l  3 , з нормою: , , ,
p p

p p
u u u u v v v
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 де 

     , , , ,p l l p l lu u v L L R d x L R d x     ,p  2  l  3 . Так побудований простір буде 

Банаховим. 

ВИПАДОК ЗАДАЧІ ІЗ ГЛАДКИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ В ПРОСТОРАХ  

 , ,p l lL R d x  ,p  2  l  3  

Отже, розглянемо випадок, коли коефіцієнти є нескінченно гладкими функціями своїх 

аргументів. За цих умов доведемо наступну теорему.  

Теорема 1. Для довільних елементів    , ,p l lW R d x   1
 існує таке дійсне число   0 , що 

для всіх   0  система рівнянь: 
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Доведення. Для доведення існування розв’язку перепишемо систему у вигляді: u v   , 

v u    , і підставимо u v    в v u    , тоді маємо:  v v       . 

Або в розгорнутому вигляді: 
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Розпишемо лінійний доданок:  
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тоді останнє рівняння набуде вигляду: 
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Далі зауважимо, що доданок елементу   у нелінійній складовій рівняння 

    , ,b x v v       не впливає на характер умов, тобто умови на не лінійність матимуть 

той самий вигляд (з іншими функціями  i x , а отже з іншою форм – граню), а саме: 

           , , ,b x v v x u x u x             1 2 3  

                4 5, , , , .b x v v b x w w x v w x v w                       

Поділимо його на  2
, при цьому 

 2

1
 позначимо через  , оскільки , 2

0  а праву частину 

через  , при цьому зміняться лише позначення, а рівняння залишиться тим самим, у 

спрощеному записі зміняться лише числові сталі форм – грані, що не суттєво, оскільки 

 2
0  залежить лише від початкових даних. Отже, маємо рівняння: 

    
,

, ,
l

ij

i j j i

v a v b x v v
x x
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1
. 

Це квазілінійне еліптичне диференційне рівняння в частинних похідних з гладкими повільно 

зростаючими коефіцієнтами. Дослідимо його за допомогою аналога методу монотонних 

слабко компактних операторів із застосуванням форм. 

Схема метода. За рівнянням складається спеціальна форма та досліджуються її властивості, 

доводиться її обмеженість, після цього встановлюється, що ця форма породжує оператор, 

який діє за правилом    1 1: , ,p p l l p l lA W R d x W R d x   і досліджуються властивості цього 

оператора за допомогою форми, що його породжує, встановлюється обмеженість, 

коерцитивність, акретивність та хемінеперервність цього оператора. Далі доводиться 

теорема про існування розв’язку рівняння, за яким складена форма, що породжує оператор, 

який має властивості обмеженості, коерцитивності, акретивності та хемінеперервності. 

При доведенні теореми існування використовується схема Гальоркіна, аналог леми про 

гострий кут, за допомогою якого будується послідовність наближення Гальоркіна та 

показується, що ця послідовність збігається до розв’язку рівняння.  

За рівнянням складемо форму  ,ph v w : 
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      , , , , ,ph v w v w dw a dv b x v v w     


     
1

, 

де  , ,p l lv W R d x   , ,q l lw W R d x 1 0
. Справедлива лема.  

Лема 1. Форма  ,ph v w
 є обмеженою. 

Як наслідок леми 1 маємо, що форма  ,ph v w
 породжує оператор 

   1 1: , ,p p l l p l lA W R d x W R d x  , який також є обмеженим, а отже    , ,p ph v w v w    де 

 , ,p l lv W R d x 1
  , ,q l lw W R d x 1 0 . 

Лема 2. Оператор    1 1: , ,p p l l p l lA W R d x W R d x   визначає коерцитивне відображення. 

Доведення. Оцінимо форму    , ,p ph v w v w   , де елементи  , ,p l lv W R d x 1
 

 , ,q l lw W R d x 1 0 : 
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Далі групуємо відповідні доданки, отримуємо твердження леми. 

Лема 3. Оператор    1 1: , ,p p l l p l lA W R d x W R d x   визначає акретивне відображення в 

 ,p l lL R d x . 

Доведення. Дійсно, згідно з означенням акретивності, враховуючи умови, маємо: 
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Оцінимо останній доданок, використовуючи початкові умови, обмеженість коефіцієнтів і 

оцінку Гельдера, покладаючи  
p

W v w v w
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2 , маємо: 
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Використовуючи ці оцінки, доводимо лему. 

Лема 4. Нелінійний оператор    1 1: , ,p p l l p l lA W R d x W R d x   визначає хемінеперервне 

відображення. 

У випадку просторів  , ,p l lL R d x  ,p  2  l  3  потрібно застосовувати аналог леми 5, а саме: 

Лема 5 (про гострий кут). Нехай на сфері :| |RS C C R
  

  
 

, де R  0  – деяке відповідним 

чином вибране число, задано неперервне відображення : n nB R R


 , для якого виконується 
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аналог умови про гострий кут, тобто ,B C C
   

 
 

0 . Тоді існує принаймні одна така точка 

: | |C C R
 

 , що B C
  

 
 

0 . Ця лема доводиться від супротивного. 

Для того, щоб показати, що еліптичне рівняння має розв’язок, використаємо модифікацію 

метода Гальоркіна. Нехай  iw  і  iw  – гладкі базиси просторів  , , ,p l lW R d x1 0
  , ,q l lW R d x1 0 , 

відповідно, і нехай  ,... kw w1
 – лінійна оболонка базисних елементів, така, що виконується 

властивість: ,
p

k k k p
v v v  . Покладемо за визначенням 
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. Для 

знаходження послідовності Гальоркіна складемо систему рівнянь:   ,p

k iw w     0 , 

,...,i k 1 . Ця система визначає неперервне відображення : k kB R R


 , а отже має місце 

аналог леми про гострий кут. Скористаємося аналогом методу Гальоркіна. Покажемо, що 

система ця має розв’язок у лінійній оболонці перших k  елементів базису  iw . Дійсно, 

відображення  : ,p
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0 , ki ,...,1 , внаслідок коерцитивності 

оператора    : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1
, задовольняє умови аналога леми про гострий кут: 

  2

1 1

, , , | |
k k

p p p

i i i i k k k

i i

B C C c w c w v v v  
  

  

 

  
         

   
   

 ,
p

q

q

pp

k k k p

k kWp
W

k k
W

h v v v
v v

v v












 
 

   
 
 

1
1

1

2

2

2
0 . 

Оскільки    : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1
 – неперервне відображення на скінчених 

підпросторах простору ,

pW1 0
, то внаслідок аналога леми про гострий кут для достатньо 

великих значень R  0  існує такий елемент , | |C C R
 

 , що 0






 

CB . 

Отже, вище вказано спосіб побудови послідовності   kv x , елементи якої є розв’язками 

рівняння. Далі покажемо, що послідовність   kv x  збігається до розв’язку цього рівняння. 

Використавши коерцитивність оператора    : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1
, одержимо 

нерівність   pp

p

k WW
v 



 
11

.  

Якщо доведемо нерівність pk W
v C

1

, де стала C  залежить лише від функцій   (структури 

рівняння), то тоді внаслідок слабкої компактності простору  ,p l lW R d x
1

 отримаємо, що 

існує така підпослідовність   kv x , що має місце властивість: pk W
v v 

1
0

 слабко і 

  p

p

k W
v y  

1

 слабко. 

Покажемо, що  py v   0 . Звідси випливатиме, що відображення 

   : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1
 є сюр’єктивним відображенням, тобто відображенням «на». 
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Складемо інтегральні тотожності:   , ,p

k i iv w v  

  , ,...,i k 1 , і перейдемо до границі 

при k  . Тоді одержимо:  lim p

k
k

v y 


   , де границя береться за нормою простору 

 ,p l lW R d x1
. Оскільки оператор    : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1

 є акретивним в  ,p l lL R d x , 

то має місце нерівність:      , | |p p p

k k kv w v w v w 



       2
0 . Переходячи в останній 

нерівності до границі при k   , одержимо нерівність:    , | |p py w v w v w

    2

0 0 0 . 

Поклавши ,w v tz 
0  ,t  0   , , ,p l lz W R d x 1 0  і скоротивши обидві частини одержаної 

нерівності на pt 1 , отримаємо:   ,
ppy v tz z z


   

2

0 0 .  

З хемінеперервності оператора    : , ,p p l l p l lW R d x W R d x  1 1
, враховуючи довільність 

елемента  , ,p l lz W R d x 1 0 , одержимо  py v   0
, тобто для заданих початкових даних 

побудовано послідовність  kv   і доведено її збіжність до елементу  ,p l lv W R d x0 1
, що 

реалізує розв’язок рівняння за даних умов.  

Єдиність цього розв’язку випливає з властивості акретивності оператора  pA  . Отже, 

функції u v    і v u     є шуканими і такими, що задовольняють систему 

.
u u

v v






         
         

         

0 0

0 0
 

Зауваження. Має місце оцінка для      , ,p l l lu v W R d x C R 1
, які задовольняють 

наступну нерівність: 

    , , ,
p p p p

p p
u u u u v o         

 
       

2 2

0 0 0 0
1  

причому додатня стала 0  не залежать від числа   і елементів  ,  . 

Доведемо оцінку. Оскільки: 

 u v 


  
1

,   то   
 u

v





   , 

а отже для      , ,p l l lu v W R d x C R 1
: 

 
,

, , , ,
l

p p p

ijp
i j j i

a b x
x x

              
 



  
        

  


2 2

0 0 0 0

1

 

      
,

, , ,
l

p p

ij p
i j j i

u a u b x u u u u v
x x

  




   
           


2

0 0 0

1

 

        
,

, , ,
l

p

ij

i j j i

u v a u v b x u v u v u v u v
x x

       




   
               


2

0 0

1

 

      
,

, , ,
l

p

ij

i j j i

u a u b x u u u u
x x

 




  
         


2

0 0

1

 



 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 259 

Вісник Запорізького національного університету  № 2, 2016 

  , ,
p p

v u v u v u v v v   
 

       
2 2

0 . 

 
,

, , , ,
l

p p p

ijp
i j i j

a b x
x x

              
 



  
           


2 2

0 0 0 0

1

 

 ,
p p

p
u Au u u v 


   

2

0 0
 

    , ,
p p

u v A u v u v u v u Au u u     
 

        
2 2

0 0
 

  , ,
p p

v u v u v u v v v   
 

        
2 2

0
 

   , ,
p p p p

p
u Au u u v u u v u v u u   

  
       

2 2 2

0 0
 

   ,
p p p

v v u v u v v u v u v      
  

         
2 2 2

0 0  

      , , .
p p p

u u u v u v u A u v u v u v      
  

          
2 2 2

0
 

Звідси випливає наведена вище нерівність. 

Зауваження. Для      , ,p l l lu v W R d x C R 1
 можна використати наступні міркування: 

 

 

, ,

.
l l

p p

p

p p pl l

p L

R R

v u v u v u v v v

u
v u v dx v dx p u o

v

  

   

 
       


           1

2 2

2
1 1

 

Теорема 2. Гіперболічне рівняння 
 

  ,
d u t

u t
dt

 

2

2
 за початкових умов  , ,t T 0  

   ,u u D  00  
 

  ,
du

v D
dt

  0

0
 має розв’язок. 

Доведення. Для доведення цього розглянемо прямий добуток просторів p pW L1 , елементами 

якого є вектори  

   , , , , .p l l p l l
u

u W R d x v L R d x
v

 
  

 
1  

У цьому просторі можна ввести функцію, що буде нормою за наступним правилом: 

 , ,
p p pu

u u u u v v v
v

 
 

   

1

2 2

0 0
. 

Областю визначення оператора 
 

 
 

0

0
 є множина елементів ,

u

v

 
 
 

  , ,p l lu W R d x
1  

 , ,p l lv L R d x  таких що ,u  v  задаються формулами u v    і v u     та є такими, 

що задовольняють систему: 
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.
u u

v v






        
        

        

0 0

0 0
 

Тоді, коли додатне число   достатньо мале, область значень оператора 
    

   
    

0 0

0 0
 

містить усі елементи ,




 
 
 

  ˆ, , ,p l lW R d x  
1

 отже, для мінімального замкнутого 

розширення оператора 
 

 
 

0

0
 у просторі    , ,p l l p l lW R d x L R d x1

, оператор 


    

   
    

0 0

0 0
 має розв’язний, якій всюди визначений на добутку просторів 

   , ,p l l p l lW R d x L R d x1
. А отже, випливає, що відповідне розширення оператора 

 
 

 

0

0
 

є локальним генератором деякої напівгрупи 
t

T  в    , ,p l l p l lW R d x L R d x1
 і 

   , ,p l l p l lW R d x L R d x1
. Звідси слідує твердження теореми 2. 

ВИПАДОК ВИМІРНИХ КОЕФІЦІЄНТІВ У ПРОСТОРАХ  , ,p l lL R d x  ,p  2  l  3  

Розглянемо випадок, коли коефіцієнти у хвильовому рівнянні вигляду: 
 

 
d u t

u t
dt

 

2

2
 є 

вимірними, загалом не гладкими функціями. 

У цьому випадку дослідження проводиться наступним чином: 

1. Від гіперболічного рівняння перейдемо до системи параболічних рівнянь за допомогою 

підстановки: .
du

v
dt

  

Тоді задача набуде вигляду: 

u ud

v vdt

    
    

    

0

0
,            , , , .t T u u D v v D      0 00 0 0  

Отже, як і у випадку дослідження рівняння з гладкими коефіцієнтами, хвильове рівняння 

звелося до еволюційної системи рівнянь. 

Досліджуємо розв’язуваність наступної системи і доводимо, що для довільних елементів 

 , pW   1  існує таке дійсне число   0 , що для всіх малих   0  система нелінійних 

диференціальних рівнянь: 

u u

v v






        
        

        

0 0

0 0
 

має єдиний розв’язок 
u

v

 
 
 

. 

Доведення. Для доведення існування розв’язку перепишемо цю систему в такому вигляді: 

u v   , v u     і підставимо u v    в v u    , тоді маємо:  v v       . 

Або в розгорнутому вигляді: 
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,

, ,
l

ij

i j j i

v a v b x v v
x x

        


  
       

  


1

. 

Розпишемо лінійний доданок: 

 
, , ,

l l l

ij ij ij

i j i j i jj i j i j i

a v a a v
x x x x x x

   
  

          
       

          
  

1 1 1

, 

тоді останнє рівняння набуде вигляду: 

    
, ,

, , .
l l

ij ij

i j i jj i j i

v a v b x v v a
x x x x

       
 

      
         

      
 2

1 1

 

Далі зауважимо, що доданок елементу   в нелінійній складовій рівняння 

    , ,b x v v       не впливає на характер умов, тобто умови на не лінійність матимуть 

той самий вигляд (з іншими функціями  i x , а отже з іншою форм-граню), а саме: 

         , , ( ) ,b x v v x u x u x             1 2 3  

                4 5, , , , .b x v v b x w w x v w x v w                       

Поділимо його на  2 , при цьому 
 2

1
 позначимо через  , оскільки , 2

0  а праву частину 

через  , при цьому зміняться лише позначення, а рівняння залишиться тим самим, у 

спрощеному записі зміняться лише числові сталі форм-грані, що не суттєво, оскільки 

 2
0  залежить лише від початкових даних. Отже, маємо рівняння: 

    
,

, ,
l

ij

i j j i

v a v b x v v
x x

     


  
      

  


1

1
. 

Це квазілінійне еліптичне диференційне рівняння в частинних похідних з повільно 

зростаючими вимірними коефіцієнтами. Досліджуємо його за допомогою методу акретивних 

слабко компактних операторів із застосуванням  ,p l lL R d x  – форм. 

2. Еліптичне рівняння з вимірними повільно зростаючими коефіцієнтами наближається 

(апроксимується) рівняннями з обмеженими (зрізаними) вимірними коефіцієнтами таким 

чином. 

Означення. Нехай  f x  – вимірна за Лебегом функція на lR . Тоді, визначимо зрізку nf  

функції f  за правилом: 

, ,

, ,

, .

n

n f n

f f f n

n f n




 
  

 

3. Наступним кроком є згладжування уже обмежених коефіцієнтів еліптичного рівняння. 

Означення. Нехай  f x  – вимірна за Лебегом функція на lR . Тоді, функція  mf x  є 

«гладкою» апроксимацію функції  f x , за аргументом x : 

     
l

m

m m

R

f x x t f t dt f     , 
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де  n t  – гладка невід’ємна апроксимація 1 в lR . 

Тобто, отримано множину  еліптичних рівнянь, що залежать від двох натуральних 

параметрів, які виникають під час «зрізання» та «згладжування». Зауважимо, що 

послідовність проведення операцій «зрізання» та «згладжування» важлива, тобто спочатку 

отримуємо коефіцієнти у вигляді обмежених функцій, а вже потім їх наближаємо гладкими 

функціями. 

4. Далі досліджуємо множину рівнянь з гладкими коефіцієнтами за допомогою методів, що 

були розроблені вище. Доведення проводяться дослівно аналогічно, з урахуванням того 

моменту, що замість одного рівняння розглядається сукупність при двох фіксованих 

натуральних параметрах, так, наприклад, форма буде визначатися відповідно: 

      , , ,, , , , ,p mn m n m nh v w v w dw a dv b x v v w     


     
1

, 

де  , ,q l lw W R d x 1 0 . При цьому оцінки при доведенні лем не зміняться, оскільки там 

використовувались лише норми функцій коефіцієнтів та властивість форм – обмеженості. 

Отже, отримана множина розв’язків ,m nv , що залежить від двох натуральних параметрів 

згладжування m  і зрізання n , далі потрібно зняти обмеження на згладжування та зрізання, 
тобто перейти до границі за цими натуральними параметрами. Важливим моментом 

доведення є те, що спочатку знімаються обмеження на згладжування, перехід до границі за 

параметром m , а потім, обмеженість коефіцієнтів, перехід до границі за параметром n . 

5. Переходимо до границі за параметром m . 

6. Переходимо до границі за параметром n . А отже, існують функції u  і v  є шуканими і 

такими, що задовольняють систему: 

.
u u

v v






        
        

        

0 0

0 0
 

Зауваження. Якщо елементи      , ,p l l lu v W R d x C R 1
, тоді є вірною оцінка:  

   , , ,
p p p p

p p
u u u u v o         

 
       

2 2

0 0 0 01  

причому додатня стала 0  не залежать від числа   і елементів  ,  . 

7. Область визначення оператора 
 

 
 

0

0
 є множина таких елементів ,

u

v

 
 
 

 

 , ,p l lu W R d x
1   ,p l lv L R d x , що елементи ,u v  є розв’язками системи: 

u u

v v






        
        

        

0 0

0 0
. 

Тоді, коли додатне число   достатньо мале, область значень оператора 
    

   
    

0 0

0 0
 

містить всі елементи ,




 
 
 

    ˆ, , , ,p l l p l lW R d x L R d x   1
 отже, для мінімального 

замкнутого розширення оператора 
 

 
 

0

0
 у просторі    , ,p l l p l lW R d x L R d x1

, оператор 
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0 0

0 0
 має розв’язок, який всюди визначений на добутку просторів 

   , ,p l l p l lW R d x L R d x1
. 

А отже, випливає, що відповідне розширення оператора 
 

 
 

0

0
 є локальним генератором 

деякої нелінійної напівгрупи 
t

T  в    , ,p l l p l lW R d x L R d x1
 і    , ,p l l p l lW R d x L R d x1

. 

ВИСНОВКИ 

Одержано результати щодо існування розв’язку рівняння вигляду: 
 

  ,
d u t

u t
dt

 

2

2

 

при 

умовах, що  , ,t T 0     ,u u D  00  
 

  ,
du

v D
dt

  0

0
 де функції ,u0  v0  – задані 

функції дійсного аргументу. Нелінійний оператор   

 

породжений диференційним виразом з 

частинними похідними, з коефіцієнтами:  PK A 2

1
,  PK A 2

, функція  p lL R 3
, 

 PK A 2

4
,  PK A 5

. 
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