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У роботі побудовано розв’язок задачі про двовісний згин із розтягом 
нескінченної ізотропної пластини з круговим отвором та системою 
наскрізних прямолінійних тріщин. Межа кругового отвору та береги 
тріщини вільні від зовнішнього навантаження. Під час розв’язування 
задачі припускається, що під дією рівномірно розподіленого згинального 
та розтягувального навантажень береги тріщин контактують по області 
сталої ширини (смуговий контакт) на верхній основі пластини по всій 
довжині тріщин. Задача розв’язана за таких крайових умов: Mr = 0 , Pr = 0 ,  
�Ïr � 0 , � �Ïr � 0 , x L∈ ; P � � 0 , M hNy k kk

� � � , �Ïx yk k

� � 0 , �Ïy y kk k
N h� � �0 5, ,  

� �k k� �1 3 , � � � � � � � ��� �� �v x h w x yÏ k k k k� 2 0 , � �k k� � �� �� �0 5 1 1
2

. , 
�k kh h� , x Lk k∈ , k M= 1, , де Mr  – згинальний момент, Pr  – узагальнена 
в сенсі Кірхгофа перерізувальна сила, σÏ r  і � �Ï r  – компоненти тензора 
напружень у полярній системі координат, Nk   – контактне зусилля між 
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берегами k -тої тріщини, h −  товщина пластини, hk −  висота контакту k-ої тріщини, w  – прогин пластини, 
σÏy yk k

 і τÏx yk k
  – компоненти тензора напружень у декартовій системі координат, vÏ – компонента вектора 

переміщень; f f f� � � �� � , значками “+” і “–” позначені граничні значення функцій при прямування точки 
площини до k -тої тріщини при yk � �0 . 
Через контакт берегів тріщин розв’язок задачі будемо шукати у вигляді розв’язків двох взаємопов’язаних задач: 
задачі згину пластини, використовуючи теорію Кірхгофа-Лява, та плоскої задачі. З використанням методів теорії 
функцій комплексної змінної та комплексних потенціалів Колосова-Мусхелішвілі побудовано задачі лінійного 
спряження. Отримані задачі лінійного спряження розв’язані аналітично та отримано систему сингулярних 
інтегральних рівнянь щодо стрибків переміщень у плоскій задачі та стрибків кутів повороту у задачі згину на 
берегах тріщин. Ця система сингулярних інтегральних рівнянь за допомогою методу механічних квадратур 
зведена до системи алгебраїчних рівнянь, яка розв’язана чисельно за допомогою методу Гауса. Проведено 
числовий аналіз задачі та побудовані графічні залежності контактних зусиль та коефіцієнтів інтенсивності 
зусиль і моментів при різних геометричних параметрах задачі та різних значеннях рівномірно розподіленого 
розтягувального та згинного навантаження на нескінченності. У часткових випадках результати зійшлися з 
відомими результатами, отриманими в наукових працях іншими авторами.
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The solution of biaxial tensile-bending problem for an infinite isotropic plate 
with circular hole and straight through cracks is constructed. Crack faces and 
hole boundary are free from external load. It is assumed that uniform bending 
and tensile loads cause crack closure zone of constant width (strip contact) 
on the upper surface of the plate along the entire length of the cracks. The 
problem is solved under the following boundary conditions: Mr = 0 , Pr = 0 , 
�Ïr � 0 , � �Ïr � 0 , x L∈ ; P � � 0 , M hNy k kk

� � � , �Ïx yk k

� � 0 , �Ïy y kk k
N h� � �0 5, ,  

� �k k� �1 3 , � � � � � � � ��� �� �v x h w x yÏ k k k k� 2 0 , � �k k� � �� �� �0 5 1 1
2

. , 
�k kh h� , x Lk k∈ , k M= 1, , where Mr  – bending moment, Pr  – generalized 
Kirchhoff shear force, σÏ r  and � �Ï r  – stress tensor components in the polar 
coordinate system, Nk  – contact force between faces of k -th crack, h −  plate 
thickness, hk −  the height of contact zone of k-th crack, w  – plate deflection, 
σÏy yk k

 and τÏx yk k
  – stress tensor components in the cartesian coordinate 

system, vÏ – displacement vector component; f f f� � � �� � , superscripts 
“+” and “–” stand for limits of functions as a point of the plane approaches 
 k -th crack ( yk � �0 ). 
Due to the crack closure the solution is sought as superposition of solutions of 
two interrelated problems: Kirchhoff-Love plate bending problem and plane 
problem of the elasticity theory. Using the theory of functions of a complex 
variable and Kolosov-Muskhelishvili complex potentials linear conjugation 
problems are constructed. These problems are solved analytically. The systems 
of singular integral equations in unknown displacement discontinuity (plane 
problem) and angular displacement discontinuity (bending problem) at crack 
faces are obtained. Using mechanical quadrature methog these systems are 
reduced to the system of linear algebraic equations, which is numerically 
solved by Gaussian method. Graphical representations of numerical results 
are presented for the contact forces, forces and moments intensity factors at 
various geometrical parameters and values of uniform tensile and bending 
loads at infinity. In partial cases, the results coincide with the known ones 
obtained in scientific works by other researchers.

Key words: crack, tension, 
bending, circular hole, isotropic 
plate, contact, complex 
potentials, contact force, 
intensity factors. 

Вступ. У багатьох галузях техніки широко 
використовують пластинчасті елементи конструк-
цій. Їхні експлуатаційні характеристики залежать 
від тріщиноподібних дефектів і отворів, які зни-
жують діапазон допустимого навантаження. Під 
час експлуатації пластинчатих елементів важливо 
знати, яким чином такі дефекти впливають на міц-
ність та механічні характеристики конструкції.

Розв’язками плоских задач і задач згину плас-
тин з отворами та тріщинами займалось багато 
авторів. Їхні узагальнення і методи їх розв’я-
зування подано в монографіях [1‒8]. Але в цих 
роботах не враховано контакт берегів тріщин при 
дії зовнішнього навантаження. Експерименти, 
проведені в роботі Дж. Кальтгофа, І. Шацького, 
А. Бюргеля [9], показують значний вплив кон-
такту берегів тріщини при згині пластини на її 
напружено-деформований стан. Модель гладкого 
контакту берегів тріщин по лінії по всій довжині 
тріщин (лінійний контакт) використано у роботах 
[10‒13]. Модель гладкого контакту берегів трі-
щин по області сталої ширини (смуговий контакт) 
використано у працях [14‒18].

У цій роботі досліджується задача про згин 
із розтягом нескінченної ізотропної пластини з 
круговим отвором та системою довільно розта-

шованих тріщин, береги яких гладко контактують 
по області сталої ширини по всій їх довжині на 
верхній основі пластини. 

Формулювання задачі. Розглянемо безмежну 
ізотропну пластину завтовшки 2h, яка містить 
круговий отвір радіуса R та систему M довільно 
орієнтованих прямолінійних наскрізних тріщин 
довжиною 2lk  k M�� �1,  кожна. У серединній пло-
щині пластини виберемо декартову систему коор-
динат Oxyz , а її початок виберемо в центрі круго-
вого отвору. У площині Oxy введемо полярну 
систему координат r і θ  з полюсом у точці O та 
полярною віссю Ox. Центри тріщин розміщені 
в точках Ok з координатами x yk k0 0,� � , а αk   – кут 
нахилу лінії k -тої тріщини до осі Ox  k M�� �1, . 
У точці Ok  виберемо початок декартової системи 
координат O x yk k k , яка буде пов’язана з k -тою трі-
щиною. Нехай на безмежності пластина згина-
ється рівномірно розподіленими моментами Mx

∞  і 
My

∞  та розтягується зусиллями P1  та P2
. Через S +  

позначимо область всередині кругового отвору, а 
через S −   – ззовні, через Lk   – лінію, де розміщена 
k -та тріщина, а через L   – коло (див. рис. 1).

Нехай за такого навантаження береги тріщин 
контактують по області сталої ширини (смуго-
вий контакт) на верхній основі пластини по всій 
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довжині тріщин. Через контакт берегів тріщин 
розв’язок задачі будемо шукати у вигляді розв’яз-
ків двох взаємопов’язаних задач: задачі згину 
пластини, використовуючи теорію Кірхгофа-Лява, 
та плоскої задачі. 

На межі отвору матимемо такі крайові умови

Mr = 0 , Pr = 0 , �Ïr � 0 , � �Ïr � 0 , x L∈ ,      (1)

де Mr   – згинальний момент, Pr   – узагальнена в 
сенсі Кірхгофа перерізувальна сила, σÏ r  і � �Ï r  – 
компоненти тензора напружень у полярній сис-
темі координат.

Крайові умови смугового контакту берегів трі-
щин будуть такими [14‒16]

P � � 0 , M hNy k kk

� � � , �Ïx yk k

� � 0 , �Ïy y k
k k

N
h

� � �
2

,

�
�

k
k� �1
3 , x Lk k∈ ,                   (2)
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�
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0 , � �k k� � �� �� �1
2

1 1
2 , �k kh

h
� , 

x Lk k∈ , k M= 1, ,                        (3)
де Nk   – контактне зусилля між берегами k -тої 
тріщини, hk −  висота контакту k-ої тріщини, w  – 
прогин пластини, σÏy yk k  і τÏx yk k  – компоненти тен-
зора напружень у декартовій системі координат,  
vÏ – компонента вектора переміщень; f f f� � � �� � ,  
значками “+” і “–”  позначені граничні значення 
функцій при прямування точки площини до k -тої 
тріщини при yk � �0 . 

Розв’язок задачі. З використанням комп-
лексних потенціалів плоскої задачі [4] та задачі 
згину пластини [6], задовольняючи крайові умови  
(1)‒(3), розв’язок задачі зведений до задач ліній-
ного спряження, на підставі яких отримано 

систему сингулярних інтегральних рівнянь щодо 
невідомих стрибків переміщень Gj �� �  та стриб-
ків кутів повороту Y j �� �  на берегах тріщин, яка 
набуде вигляду
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Рис. 1. Безмежна пластина з круговим отвором 
та системою довільно розташованих тріщин
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, m M= 1, ,

де Ym1 �� � , Ym2 �� � , Gm1 �� � , Gm2 �� �  – дійсні неві-
домі функції; E  – модуль Юнга; υ  – коефіцієнт  
Пуассона. 

З крайової умови (3) будемо мати 

G Ym m1 2

1
1 1
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� �
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�� � �� � � � � , �� �� �1 1, , m M= 1, , (7)

Також додаємо додаткові умови 
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�
�
1
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0 , � � �Y dm1
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0 , m M= 1, ,  (8)

які випливають з однозначності кутів повороту, 
прогину пластини та переміщень при обході кон-
туру кожної тріщини. 

Щоб визначити сталу ′c0 , використаємо умову 
однозначності прогину пластини при обході кон-
туру отвору 
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Re ,             (9)

Таким чином, щоб визначити невідомі функції 
Ym �� � , Gm( )η , m M= 1, , ми маємо систему сингуляр-
них інтегральних рівнянь (4)‒(9), яку будемо розв’я-
зувати числово методом механічних квадратур [5, 7].

Обезрозмірене контактне зусилля Nm
* �� �  

m M�� �1,  між берегами тріщин визначимо за фор-
мулами 
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Числовий аналіз та висновки. При числових 
розрахунках � � 0 3. , �k kh h� �/ .0 13  k M�� �1,  кіль-
кість вузлів у методі механічних квадрату – 200.

На рис. 2 побудовані графіки зведеного контак-
тного зусилля N hN My

* � �  між берегами тріщини 

від безрозмірної координати � � x l1  для випадку 
однієї радіальної тріщини (тобто коли � � 0 )  
при X x R0 0 1� � � � , � � �d R 1 , � � �d R 0 8. ,  
� � �� �M Mx y 1 , p2 0= . Крива  1 побудована при 
навантаженні p1 0= , крива 2 – при p1 1= , крива 3 – 
при p1 5= . Бачимо, що величина N *  є більшою у 
ближній до отвору вершині, ніж у дальній вер-
шині. Крім того, в разі збільшення навантаження 
p1  величина контактного зусилля N *  у ближній 
до отвору вершині збільшується, а у дальній вер-
шині зменшується.

На рис. 3 зображено графіки зведеного контак-
тного зусилля N hN Mi i y

* �� � � �  для випадку двох 
тріщин, центри яких лежать на осі Ох по різні 
сторони щодо отвору, між берегами i -ї тріщини 
від безрозмірної координати � � x li i  i �� �1 2,  при 
� � �� �M Mx y 0 , p hP My1 1 0� �� , p hP My2 2 0� �� ,  
� �1 2 0 8� � . , �2 0� , X x Ri i i0 0 1� � � � , � �1 2 1� � , 
причому суцільні лінії відповідають першій трі-
щині, а штрихові  – другій. Крива  1 побудована 
при �1 30�  , крива 2 – при �1 45�  , крива 3 – при 
�1 60�  . З рис. 3 бачимо, що при �1 71�   відбува-
ється відставання берегів першої тріщини.

На рис.  4 показано безрозмірні коефіцієнти 
інтенсивності зусиль k2  і моментів K K1 2,  для 
випадку двох тріщин, центри яких лежать на осі 
Ох по різні сторони щодо отвору, у дальній вер-
шині першої тріщини при � �1 2 0 8� � . , � �1 2 1� � ,  
p hP My1 1 0� �� , p hP My2 2 0� ��  від кута 
� � �1 2� � . Криві 1 отримані при � � �� �M Mx y 1 , 
криві 2 – при � � 3 , криві 3 – при � � 5 . З рисунка 
бачимо, що K1  при � � 1  і 0 106 � �� , при � � 3  
і 84 151 � �� , при � � 5  і 86 161 � ��  спадає із 
збільшенням α , а при � � 1  і 106 180 � �� , при 
� � 3  і � � � � � � �0 84 151 180   , , , при � � 5  і

� � � � � � �0 86 161 180   , ,  зростає із збільшен-
ням α ; а K2  при � � 1  і � � � � � � �0 30 99 158   , , ,  
при � � 3  і � � � � � � �0 31 95 156   , , , при � � 5  
і � � � � � � �0 33 94 155   , ,  зростає із збільшен-
ням α , а при � � 1  і � � � � � � �30 99 158 180   , , ,  
при � � 3  і � � � � � � �31 95 156 180   , , , при � � 5  і 
� � � � � � �33 94 155 180   , ,  спадає із збільшенням α .

 

Рис. 2. Графіки контактного зусилля при 
різних значеннях навантаження  Рис. 2. Графіки контактного зусилля  

при різних значеннях навантаження ρ2

 
 
 Рис. 3. Графіки контактного зусилля  

при різних кутах нахилу другої тріщини α2



83

Bulletin of Zaporizhzhia National University. Physical and Mathematical Sciences. № 1 (2020)  ISSN 2413-6549

 
 

Рис. 4. Графіки коефіцієнтів інтенсивності зусиль і моментів кута нахилу  
при різних значеннях ρ
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