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У запропонованій статті авторами отримано аналітичний розв’язок 
(у вигляді невласних інтегралів Фур’є) двовимірної стаціонарної задачі 
про визначення температурного поля в точках істотно багатошарової 
основи з неідеальним тепловим контактом між її шарами. У цій роботі 
розглянуто два типи крайових умов задачі, що розв’язується: на верхній 
межі багатошарової основи відомий закон розподілу температури 
(задача I) або на верхній межі основи відомий температурний потік 
(задача II). На нижній межі основи підтримується нульова температура, 
інші навантаження відсутні. Поставлена задача розв’язується за 
допомогою метода функцій податливості в просторі трансформант 
Фур’є. Раніше вказаний метод застосовувався лише до задач пружності, 
теплопровідності та термопружності для багатошарових основ та плит 
з ідеальним тепловим контактом між їх шарами. Для поставлених у 
роботі задач отримано аналітичні вирази для обчислення температури 
в точках шарів основи. Для чисельної реалізації отриманих результатів 
уведено модифіковані функції податливості, які являють собою різницю 
границі функції податливості та самої цієї функції, що дало змогу 
виділити слабо та швидко збіжні доданки у виразах для обчислення 
температури в кожному шарі багатошарової основи. Для верхнього шару 
перший доданок у виразі для температури може бути обчислений точно, 
використовуючи спеціальні таблиці інтегралів. Чисельні розрахунки 
виконано за допомогою математичного пакета Maple.
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Аn analytical solution (in the form of the improper Fourier integrals) of a 
two-dimensional stationary problem of determining temperature field at the 
points of a multilayer foundation with non-ideal thermal contact between its 
layers is obtained. The two types of boundary conditions are considered: either 
the temperature distribution law is known on the upper boundary (problem I) 
or the heat flux is known on the upper boundary (problem II). On the lower 
boundary of the foundation the temperature equals to zero is kept, there are 
no other loads. The considered problem is solved by the compliance functions 
method in the Fourier transforms space. Previously, this method was applied 
only to the problems of elasticity, thermal conductivity and thermoelasticity 
for foundations and plates with ideal thermal contact between their layers. The 
modified compliance functions were introduced for numerical realization of 
the obtained results. They are equal to the differences between the limits of 
the compliance functions and those functions themselves. The introduction 
of these functions allows to isolate weakly and rapidly convergent terms in 
the expressions for temperature in each foundation layer. For the considered 
problems, the analytical expressions for the temperature at the points of the 
foundation layers are obtained. The first term in the upper layer temperature 

Key words: temperature, 
thermal conductivity, elastic 
layer, compliance functions, 
Fourier transform.

Як приклад було розглянуто чотиришарову основу, що складається з шарів однакової товщини, які мають 
різні механічні властивості. За результатами розрахунків було побудовано графіки розподілу температури 
за товщиною першого та четвертого шарів основи, що ілюструють вплив коефіцієнтів теплопровідності 
та теплового опору на розподіл температури в точках заданої чотиришарової основи. Аналіз отриманих 
результатів показав, що одночасне збільшення коефіцієнтів теплового опору призводить до збільшення 
температури в точках першого шару основи, а в четвертому шарі при цьому температура зменшується.
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expression can be calculated exactly using special tables of integrals. The numerical calculations were made in the 
Maple mathematical package.
The numerical results for the four-layer foundation which consists of the same thickness layers with different 
mechanical properties are obtained. The graphs of temperature distributions over the thickness of the first and 
fourth layers are constructed. They are illustrated the influence of the thermal conductivity and thermal resistance 
coefficients on the temperature distribution at the points of the considered foundation. The analysis of the results 
enables us to make the following conclusions: the simultaneous increase of the thermal resistance coefficients leads 
to the increase (decrease) of temperature at the points of the first (fourth) layer of the foundation.

Вступ. Різні задачі геології, машинобудування 
та ракетобудування зводяться до розв’язання 
задач теплопровідності та термопружності для 
багатошарових плит, основ та пластин з ідеаль- 
ним тепловим контактом між шарами [1‒8]. Під 
час виготовлення шаруватих конструкцій важко 
забезпечити ідеальне з’єднання шарів. Між 
шарами, що контактують, може знаходитись 
тонкий проміжний шар деякого матеріалу з тер-
мопружними властивостями, які істотно відріз-
няються від подібних характеристик шарів, тому 
серед крайових задач термопружності істотний 
інтерес становлять задачі для багатошарових 
структур з неідеальним тепловим контактом між 
шарами. Різні типи моделювання неідеального 
теплового контакту між шарами використані в 
низці робіт, присвячених вивченню теплових про-
цесів у шаруватих тілах [9‒11].

У цій роботі метод функцій податливості [12] 
застосовано до розв’язування задачі про визна-
чення температурного поля в точках багатошаро-
вої основи з неідеальним тепловим контактом між 
шарами [13]. Раніше цим методом було розв’язано 
задачу про термопружну деформацію багатоша-
рової основи з ідеальним тепловим контактом між 
шарами [8].

Постановка задачі. Розглядається плоска 
задача теплопровідності для n -шарової основи 
(пакет зчеплених між собою пружних шарів, що 
лежать на абсолютно жорсткій півплощині) з неі-
деальним тепловим контактом між її шарами: на 
стиках сусідніх шарів різниці температур відпо-
відних точок пропорційні їхнім тепловим пото-
кам. Шари нумеруємо зверху вниз, починаючи 
з одиниці, півплощині присвоїмо номер n + 1 . 
Кожен шар характеризується товщиною hk , кое-
фіцієнтом теплопровідності kT k  та теплового 
розширення αT k , коефіцієнтами Ламе λk , µk . На 
верхній межі основи задана температура (задача І)  
або тепловий потік (задача ІІ). На нижній межі 
основи підтримується нульова температура. 

Метою статті є отримання аналітичного 
виразу для температури в точках багатошарової 
основи за умови неідеального теплового контакту 
між її шарами та представлення його у зручному 
для чисельної реалізації вигляді.

У кожному шарі вводимо декартову систему 
координат O x zk k  так, як показано на рис. 1.
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Рис. 1. Багатошарова основа
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Умови на спільних межах шарів [13]:

k
T
z

x h
R

T x T x hT k
k

k
k

k k k

�
�

� � � � � � � ��� ���, , ,
1

01 ,

k
T
z

x k
T
z

x hT k
k

Tk
k

k�
��

�
� � � �

�
� �1

1 0, , ,             (1)

де Rk  – коефіцієнт теплового опору.
Метод розв’язання. Задача визначення тем-

пературного поля для стаціонарного ізотропного 
тіла зводиться до розв’язання диференціального 
рівняння [14]
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У просторі трансформант Фур’є температуру в 
точках кожного шару можна представити у вигляді 
лінійної комбінації двох допоміжних функцій 
� � �k kT� � � ( , )0  та � � �k

k

p
dT
dz

� � � 1
0( , )  цього шару [8]:

T z pz pzk k k� � �,� � � �ch sh ,

де p �| |� .
У роботі [15] отримано формули для обчис-

лення допоміжних функцій кожного з шарів 
основи та доведено, що мають місце співвідно-
шення:
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де r r pk k� � �  – функції податливості термо- 
пружної основи, S pk k= sh ,C pk k= ch , p phk k= , 
L R kk k T k= .

Оскільки lim
p kr��

� 1 , то для чисельної реаліза-
ції зручно ввести модифіковані функції подат-
ливості:

r rk k� �1 .

З урахуванням формул (2) отримуємо:
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Якщо на верхній межі основи задано тепловий 

потік, то для розв’язання задачі ІІ зручно ввести 
функції податливості d

rk
k

=
1 , k n= 1, . Враховуючи, 

що lim
p kd��

� 1 , то для чисельної реалізації також 
зручно ввести модифіковані функції dk :

d dk k� �1 .

Вони матимуть вигляд:

d
e
Cn

p

n

n

�
�

, 




d
L p d e

C L pS S d
k

k k k
p

k k k k k k

k

�
� � �� ��

�
�
�

� � �� �
�

�

�

1 1

1

1

1

�

�
,

k n� �1 1, .
Наведемо формули, які дають змогу обчислити 

функції T zk �,� �  для будь-якого шару, якщо відома 
лише одна з допоміжних функцій цього шару:
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 sh    (задача І), (3)

T z d pz ek k
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 ch   (задача ІІ), (4)

Представлення T zk �,� �  у формах (3) та (4) дає 
змогу спростити процес знаходження оригіналів 
температури:
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Рис. 2. Розподіл температури за товщиною першого шару  
(суцільна лінія – ідеальний контакт, пунктирна лінія – R R R1 2 3 1= = = ,  

точкова лінія – R R R1 2 3 10= = = )

а)                                                         б)

в)
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Рис. 3. Розподіл температури за товщиною четвертого шару  
(суцільна лінія – ідеальний контакт, пунктирна лінія – R R R1 2 3 1= = = , 

точкова лінія – R R R1 2 3 10= = = )
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Для верхнього шару основи перший доданок 
кожної з двох останніх формул можна обчислити 
точно, використовуючи спеціальні таблиці [16], а 
другий легко інтегрується за допомогою матема-
тичних пакетів.

Результати чисельних досліджень та вис- 
новки. Чисельні розрахунки проведено для 
чотиришарової основи з параметрами шарів 
h h h h1 2 3 4 1= = = =  за крайових умов 
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Для верхнього шару перший доданок фор- 
мули (5) обчислюємо точно [16]:
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На рис. 2 (рис. 3) наведено розподіли темпера-
тури за товщиною першого (четвертого) шару при 
x=0, які ілюструють вплив коефіцієнтів теплового 
опору та теплопровідності на ці розподіли.

Таким чином, можна зробити такі висновки: 
для розглянутих типів основ одночасне збіль-
шення коефіцієнтів теплового опору призводить 
до збільшення температури в точках першого шару 
основи, а в четвертому шарі – до зменшення тем-
ператури; найбільш суттєвий вплив коефіцієнта  

а)                                                         б)

в)
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теплового опору для першого шару спостеріга-
ється для основи з такими значеннями коефіцієн-
тів теплопровідності k kT T1 3 1= = , k kT T2 4 10= = , а 
для четвертого шару – для основи з коефіцієнтами 
теплопровідності k kT T1 3 10= = , k kT T2 4 1= = .

Отже, у статті побудовано точний аналітич-
ний розв’язок задачі теплопровідності для бага-

тошарової основи за умови неідеального тепло-
вого контакту між її шарами. Отримані чисельні 
результати добре узгоджуються з фізичним сен-
сом. Надалі планується застосувати зазначений 
метод до багатошарових основ із більш істотною 
кількістю шарів та інших законів розподілу тем-
ператури на поверхні основи.
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