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У роботі наводиться розв’язання задачі визначення ефективних ха-

рактеристик трансверсально-ізотропного в’язкопружного нестарію-

чого композита. Пропонується методика знаходження ядер релакса-

ції для інтегральних операторів, що визначають поздовжній модуль 

пружності першого роду та поздовжній модуль зсуву в умовах в’яз-

копружного деформування. На основі отриманого пружного 

розв’язку та застосування інтегрального перетворення Лапласа ви-

значено зображення ядер релаксації інтегральних операторів, що ви-

значають в’язкопружні характеристики однорідного композита. 
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The paper proposes a method for determining the parameters of integral 

operators for the effective characteristics of a composite material. It is 

assumed that the fibrous composite is viscoelastic and transversely iso-

tropic. The fibers in the matrix are oriented in one direction. The fiber and 

matrix are transversely isotropic, the fiber is perfectly elastic, and the ma-

trix is viscoelastic. The isotropy planes of the matrix and fiber coincide 

and are perpendicular to the fiber axis. The representative element of the 

composite is a cylindrical cell. It consists of two coaxial cylinders. The 

fiber is a solid cylinder, the matrix is hollow. In the considered model, the 

Poisson's ratios of the viscoelastic material are assumed to be constant, 

the longitudinal elastic modulus of the first kind and the longitudinal 

shear modulus are defined as integral operators. The characteristics of the 

operators of the longitudinal elastic modulus of the first kind and the lon-

gitudinal shear modulus are determined. The mechanical behavior is de-

termined after solving following problems 1) joint elastic deformation of 

the matrix and the fiber; 2) modelling of homogeneous composite. The 

axisymmetric stress-strain state of the matrix, fiber, and homogeneous 

composite is considered. For longitudinal tension, it is assumed that the 

axial displacements of the matrix and fiber coincide, the radial displace-

ments and stresses at the interface of the matrix and the fibers are contin-

uous, and there are no stresses at the cell boundary. For the longitudinal 

shear at the interface between the matrix and the fiber, the tangential 

stresses and axial displacements coincide, and the harmonic tangential 

stress is specified on the outer surface of the composite. For each bound-

ary value problem, stresses, displacements, and deformations are deter-

mined. This makes it possible to determine for each case the energy of 

elastic volumetric deformation of the matrix, fiber, and homogeneous 

composite. An energy criterion is applied to determine the effective con-

stants of an elastic composite. It consists in the fact that the energy of 

elastic bulk deformation of a homogeneous composite is equal to the sum 

of the values of such energies for the matrix and fiber. The solution of 

this problem in the viscoelastic case is obtained as elastic solution of the 

problem of composite homogenization. The rheological characteristics of 
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the matrix and the homogeneous composite are determined by the rela-

tions of the hereditary Boltzmann-Volterra theory. The viscoelastic char-

acteristics of the material are modeled by convolution-type integral equa-

tions. This allows to apply the Laplace transform. 

 

1. Вступ 

Широке застосування композиційних 

матеріалів у сучасній техніці пояснюється 

тим, що це дозволяє проєктувати матеріали 

з заданими жорсткістю, міцністю, пластич-

ністю, антикорозійною стійкістю та іншими 

важливими при практичному застосуванні 

властивостями. Вони залежать від струк-

тури композита та властивостей його скла-

дових елементів. Тому задача знаходження 

ефективних механічних характеристик ком-

позиційних матеріалів за аналогічними ха-

рактеристиками їх складових елементів, 

тобто задача гомогенізації композита, є од-

нією з актуальних задач сучасної механіки. 

Розв’язання цієї задачі дозволяє при розра-

хунках напружено-деформованого стану 

елементів будівельних конструкцій, окре-

мих деталей машин та механізмів розгля-

дати композит як однорідний матеріал. 

Ефективні характеристики у пружному 

випадку являють собою коефіцієнти, що 

пов’язують усереднені за об’ємом компоне-

нти тензорів напружень та деформацій, ви-

значені за певних крайових умов [1]. Для 

композитів з в’язкопружними властивос-

тями ця задача ускладнюється використан-

ням інтегральних операторів для їх моделю-

вання. Характеристики таких операторів мо-

жуть визначатися як експериментально, так 

і з використанням аналітичних та чисельних 

методів.  

Визначення ефективних характеристик 

для пружних трансверсально-ізотропних 

композитів розглянуте у публікації [2]. Тут 

для осесиметричного деформування компо-

зита визначені залежності його ефективних 

пружних сталих від аналогічних характери-

стик його елементів та об’ємного вмісту во-

локна у ньому. Композиційні матеріали, що 

застосовуються на практиці, у багатьох ви-

падках являють собою систему шарів, що 

складаються з розташованих у одному на-

прямі волокон, поєднаних між собою мате-

ріалом матриці. Експериментально дове-

дено, що такі композити мають трансверса-

льно-ізотропні властивості, причому для ба-

гатьох з них відзначається наявність в’язко-

пружності. У зв’язку з цим важливою для 

практики є задача гомогенізації в’язкопруж-

них трансверсально-ізотропних композитів, 

що розглядається у даній роботі. 

Розв’язанню цієї задачі присвячено значну 

кількість досліджень. Зокрема, проблеми 

прогнозування реологічних властивостей 

композитів з в’язкопружними властивос-

тями розглянуті у [3–6]. Механічні власти-

вості композитів при поздовжньому дефор-

муванні розглянуті у [3]. У працях [3, 5, 6] 

розглянуто випадок поздовжньої деформа-

ції композита з в’язкопружною ізотропною 

матрицею. У [7] пропонується методика чи-

сельного визначення ефективних термов’яз-

копружних характеристик односпрямова-

них полімерних композитів, що ґрунтується 

на застосуванні методу квазіконстантних 

операторів з частинними апроксимаціями. 

Визначення характеристик в’язкопружного 

деформування композитів шляхом застосу-

вання спадкової теорії в’язкопружності 

Больцмана-Вольтерра розглянуте у [8]. Тут 

пропонується підхід, що ґрунтується на ап-

роксимації функції деформування ланцюго-

вим дробом та застосуванні методу операто-

рних ланцюгових дробів. 

Незважаючи на значну кількість дослі-

джень, присвячених моделюванню часових 

залежностей у в’язкопружному деформу-

ванні композиційних матеріалів, поки що  

відсутня загальна методика розв’язання цієї 

задачі, що не застосовує наближених та чи-

сельних методів. Одним з кроків у цьому на-

прямі є дане дослідження. 

2. Постановка задачі та загальна схема 

її розв’язання 

У даній роботі розглядається задача го-

могенізації в’язкопружного композита за ві-

домими характеристиками його складових. 

Об’єктом дослідження є односпрямований 

волокнистий в’язкопружний трансверса-

льно-ізотропний композит з гексагональним 

розташуванням волокон. Його компонен-

тами є в’язкопружна матриця та ідеально 
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пружне волокно, причому обидві ці складові 

є трансверсально-ізотропними. Представни-

цьким елементом композита є елементарна 

комірка, що складається з двох коаксіальних 

циліндрів. Матриця моделюється порожни-

стим циліндром 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏, волокно – су-

цільним циліндром 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎. Далі симво-

лом ∗ будемо позначати характеристики ма-

триці, символом ∘ – волокна. 

Введемо циліндричну систему коорди-

нат (𝑟, 𝜃, 𝑧). Механічні властивості в’язко-

пружного трансверсально-ізотропного ком-

позита визначаються за допомогою п’яти 

характеристик. Дві з них – поздовжній мо-

дуль пружності першого роду Е̄1 та модуль 

зсуву 𝐺̄12 є інтегральними операторами: 

𝐸̄1[𝜀(𝑡)] = 

= 𝐸1 (𝜀(𝑡) − ∫ 𝑅𝐸(𝑡 − 𝜏)𝜀(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

), 

𝐺̄12[𝜀(𝑡)] = 

= 𝐺12 (𝜀(𝑡) − ∫ 𝑅𝐺(𝑡 − 𝜏)𝜀(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

). 

Інші три характеристики – коефіцієнти 

Пуассона 𝜈12, 𝜈21 та 𝜈23 у вибраній моделі 

вважаємо сталими. У цих позначеннях ін-

декс 1 відповідає осі 𝑧, паралельній осі воло-

кна та перпендикулярній площині ізотропії 

(𝑟, 𝜃), індекс 2 – координаті 𝑟, індекс 3 – 𝜃. 

Сталі 𝐸1 та 𝐺12 є відповідно миттєвими мо-

дулями пружності та зсуву. Вони є значен-

нями цих характеристик при 𝑡 = 0. Ці конс-

танти, а також коефіцієнти Пуассона мо-

жуть бути знайдені шляхом розв’язання за-

дачі гомогенізації ідеально пружного ком-

позита. На основі розв’язку цієї задачі для 

пружного матеріалу можна отримати ефек-

тивні часові характеристики в’язкопруж-

ного композита – ядра релаксації 𝑅𝐸(𝑡) та 

𝑅𝐺(𝑡). Визначення цих характеристик є ме-

тою даного дослідження. 

Для її досягнення використовується ін-

тегральне перетворення Лапласа. Перехід у 

простір лапласових зображень дозволяє за-

мінити задачу розв’язання системи інтегра-

льних рівнянь для визначення ядер релакса-

ції задачею розв’язання системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь. Для розв’язання за-

дачі гомогенізації пружного композита про-

понується використати енергетичний крите-

рій узгодження. 

Цей критерій полягає у тому, що ефек-

тивні характеристики ідеально пружного 

композита визначаються з умови рівності 

енергії пружного деформування елементар-

ної комірки, що складається з матриці та во-

локна, та енергії пружного деформування 

елементарної комірки однорідного компо-

зита. Потім для знаходження розв’язку від-

повідної в’язкопружної задачі використаємо 

отриманий пружний розв’язок задачі та пе-

рейдемо до простору лапласових зображень. 

3. Гомогенізація композита 

при поздовжньому розтягненні 

Розглянемо напружено-деформований 

стан елементарної комірки композита при її 

поздовжньому розтягненні. Вважається, що 

радіальні переміщення та напруження на 

межі контакту 𝑟 = 𝑎 є неперервними, а 

осьові переміщення матриці та волокна 

співпадають. На межі елементарної комірки 

𝑟 = 𝑏 нормальне напруження відсутнє. Спо-

чатку визначаються переміщення, напру-

ження та деформації точок матриці та воло-

кна при їх сумісному поздовжньому розтяг-

ненні. Далі розв’яжемо аналогічну задачу 

для однорідного трансверсально-ізотроп-

ного матеріалу, що моделює композит.  

Вирази для компонент напружено-дефо-

рмованого стану трансверсально-ізотроп-

ного пружного волокна подаються наступ-

ними формулами: 

𝑢𝑟
∘ (𝑟) = 𝐶𝑟, 

𝑢𝑧
∘ (𝑧) =

1

(1 − 𝜈23
∘ )

  

(
𝜎0

∘(1 − 𝜈23
∘ − 2𝜈12

∘ 𝜈21
∘ )

𝐸1
∘ − 2𝐶𝜈21

∘ ) 𝑧, 

𝜎𝑟
∘(𝑟) =

𝐸2
∘

(1 − 𝜈23
∘ )

(
𝜎0

∘𝜈12
∘

𝐸1
∘ + 𝐶), 

𝜎𝜃
∘(𝑟) =

𝐸2
∘

(1 − 𝜈23
∘ )

(
𝜎0

∘𝜈12
∘

𝐸1
∘ + 𝐶), 

𝜎𝑧
∘ = 𝜎0

∘, 

𝜀𝑟
∘(𝑟) = 𝐶, 𝜀𝜃

∘ (𝑟) = 𝐶, 

𝜀𝑧
∘(𝑧) =

1

(1 − 𝜈23
∘ )

 

(
𝜎0

∘(1 − 𝜈23
∘ − 2𝜈12

∘ 𝜈21
∘ )

𝐸1
∘ − 2𝐶𝜈21

∘ ). 
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Тут С  – стала інтегрування. 

Для трансверсально-ізотропної пружної 

матриці компоненти напружено-деформова-

ного стану визначаються формулами: 

𝑢𝑟
∗(𝑟) = 𝐴𝑟 +

𝐵

𝑟
, 

𝑢𝑧
∗(𝑧) =

1

(1 − 𝜈23
∗ )

 

(
𝜎0

∗(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈12

∗ 𝜈21
∗ )

𝐸1
∗ − 2𝐴𝜈21

∗ ) 𝑧, 

𝜎𝑟
∗(𝑟) = 

= 𝐸2
∗ (

𝜎0
∗𝜈12

∗

𝐸1
∗(1 − 𝜈23

∗ )
+

𝐴

1 − 𝜈23
∗ −

𝐵

𝑟2(1 + 𝜈23
∗ )

), 

𝜎𝜃
∗(𝑟) = 

= 𝐸2
∗ (

𝜎0
∗𝜈12

∗

𝐸1
∗(1 − 𝜈23

∗ )
+

𝐴

1 − 𝜈23
∗ +

𝐵

𝑟2(1 + 𝜈23
∗ )

), 

𝜎𝑧
∗ = 𝜎0

∗, 

𝜀𝑟
∗(𝑟) = 𝐴 −

𝐵

𝑟2
, 𝜀𝜃

∗ (𝑟) = 𝐴 +
𝐵

𝑟2
, 

𝜀𝑧
∗(𝑧) =

1

(1 − 𝜈23
∗ )

 

(
𝜎0

∗(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈12

∗ 𝜈21
∗ )

𝐸1
∗ − 2𝐴𝜈21

∗ ). 

У останніх рівностях А, В – сталі інтег-

рування. Модулі пружності та коефіцієнти 

Пуассона пов’язані співвідношенням 

𝐸1
∗

𝜈12
∗ =

𝐸2
∗

𝜈21
∗ . 

Вирази для напружень та деформацій 

пружного трансверсально-ізотропного ком-

позиційного матеріалу описуватимуться фо-

рмулами: 

𝜀𝑟 = −
𝜈21

𝐸2
𝜎0, 𝜀𝑧 =

1

𝐸1
𝜎0, 𝜀𝜃 = −

𝜈21

𝐸2
𝜎0, 

𝜎𝑧 = 𝜎0, 𝜎𝑟 = 0, 𝜎𝜃 = 0. 

Запишемо умову узгодження при вико-

ристанні енергетичного критерію, тобто 

умову рівності пружної енергії деформації 

трансверсально-ізотропного однорідного 

циліндра, що моделює композиційний мате-

ріал, та пружної енергії деформації системи 

з двох коаксіальних циліндрів – суцільного 

циліндра, що моделює волокно, та порожни-

стого циліндра, що моделює матрицю: 

𝑈∗ + 𝑈∘ = 𝑈. (1) 

Вираз для пружної енергії деформації 

однорідного композиційного матеріалу має 

вигляд: 

𝑈 =
1

2
∭(𝜎𝑟𝜀𝑟 + 𝜎𝜃𝜀𝜃 + 𝜎𝑧𝜀𝑧 +

𝑉

 

+𝑟𝜃𝛾𝑟𝜃 + 𝜃𝑧𝛾𝜃𝑧 + 𝑧𝑟𝛾𝑧𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧. 

Сума пружних енергій деформації мат-

риці та волокна виражається формулою: 

𝑈∗ + 𝑈∘ = 

=
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑟

∗𝜀𝑟
∗ + 𝜎𝜃

∗𝜀𝜃
∗ + 𝜎𝑧

∗𝜀𝑧
∗)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 +

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

 

+ ∫ ∫ ∫(𝜎𝑟
∘𝜀𝑟

∘ + 𝜎𝜃
∘𝜀𝜃

∘ + 𝜎𝑧
∘𝜀𝑧

∘)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧.

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

 

Враховуючи вирази для напружень та 

деформацій волокна при поздовжньому роз-

тягненні, а також вирази для коефіцієнтів 𝐴, 

𝐵 та 𝐶, знайдені з крайових умов, отримуємо 

наступний вираз для суми пружних енергій 

деформації матриці та волокна: 

𝑈∗ + 𝑈∘ =
𝜋ℎ𝑎2(𝜎0)2

2𝐸1
∘(1 − 𝜈23

∘ )
× 

×
1

(𝑑1 − 𝑑2)2(𝑑∘ + 𝑓(𝑑∗ − 𝑑∘))
2 × 

× (((𝑑1 − 𝑑2)2(1 − 𝜈23
∘ ) − 2𝜈12

∘ 𝜈21
∘ 𝑑1 × 

× (𝑑1 − 2𝑑2))(𝑑∗)2 − 

−4𝜈21
∘ 𝐸1

∘𝑑1𝑑2

𝜈12
∗

𝐸1
∗ 𝑑∗𝑑∘ + 

+2𝐸1
∘𝐸2

∘(𝑑1)2
𝜈12

∗ 𝜈12
∗

𝐸1
∗𝐸1

∗ (𝑑∘)2) + 

+
𝜋ℎ(𝜎0)2(𝑏2 − 𝑎2)

𝐸1
∗(𝑑∘ + 𝑓(𝑑∗ − 𝑑∘))

2
(𝑑1 − 𝑑2)2

× 

× (((
(𝑑1 − 𝑑2)

2
+ 2𝜈21

∗ 𝜈12
∗ 𝑓𝐸2

∘) (𝑑1 − 𝑑2) + 

+𝜈21
∗ 𝜈12

∗ 𝑓𝐸2
∘𝑑2) × (𝑑∘)2 + 

+𝑓𝜈21
∘ 𝜈21

∘ 𝐸2
∗𝐸1

∗(𝑓(1 − 𝜈23
∗ ) + 

+(1 + 𝜈23
∗ ))(𝑑∗)2 − 

−2𝐸2
∗𝑓𝜈21

∘ 𝜈12
∗ 𝑑1𝑑∗𝑑∘). (2) 

Вираз для пружної енергії деформації 

однорідного композита набуває вигляду: 
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𝑈 = 

=
1

2
∫ ∫ ∫(𝜎𝑟𝜀𝑟 + 𝜎𝜃𝜀𝜃 + 𝜎𝑧𝜀𝑧)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

= 

=
𝜋ℎ𝑏2

2

(𝜎0)2

𝐸1
. (3) 

На основі енергетичної умови узго-

дження з рівності (1) матимемо: 

1

𝐸1
=

1

(𝑑∘ + 𝑓(𝑑∗ − 𝑑∘))
2 (

(1 − 𝑓)

𝐸1
∗  

 (1 +
2𝜈21

∗ 𝜈12
∗ 𝑓𝐸2

∘

𝑑1 − 𝑑2
) (𝑑∘)2 + 

+
𝑓

𝐸1
∘ (1 +

2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ 𝐸2
∗(1 − 𝑓)

𝑑1 − 𝑑2
) (𝑑∗)2 − 

−
4𝜈21

∗ 𝑓𝜈21
∘ (1 − 𝑓)

𝑑1 − 𝑑2
𝑑∗𝑑∘) . (4) 

У цих рівностях 

𝑑∘ = (𝐸2
∗(𝑓 − 1)(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ ) − 

−𝐸2
∘(𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∗ ) + (1 + 𝜈23
∗ ))) 𝐸1

∘⁄ , 

𝑑∗ = (𝐸2
∗(𝑓 − 1)(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∗ 𝜈21

∘ ) − 

− 𝐸2
∘(𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈12
∗ 𝜈21

∗ ) + (1 + 𝜈23
∗ ))) 𝐸1

∗,⁄  

𝑑1 = (1 − 𝑓)3 


(𝜈21

∗ )2𝜈12
∘ (1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ )(1 − 𝜈23
∘ )

𝐸1
∘𝜈12

∗ , 

𝑑2 = 𝜈21
∗ (1 − 𝑓)2 

(𝜈21
∘ (𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∗ ) + 1 + 𝜈23
∗ ) 

(1 − 𝜈23
∘ ) + 𝑓

𝜈21
∗ 𝜈12

∘

𝜈12
∗ × 

× (1 − 𝜈23
∘ )(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∗ 𝜈21

∘ ) − 

−(1 − 𝜈23
∘ − 2𝜈12

∘ 𝜈21
∘ )𝜈21

∘ × 

× (𝜈23
∗ (𝑓 − 1) − 1 − 𝑓)), 

𝑑3 = 𝜈21
∗ (𝑓 − 1)𝑓(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∗ 𝜈21

∘ ) × 

× 𝜈21
∘ 𝐸1

∘(𝜈23
∗ (𝑓 − 1) − 1 − 𝑓) − (𝜈21

∘ )2 × 

×
𝜈12

∗

𝜈12
∘ 𝐸1

∘(𝜈23
∗ (𝑓 − 1) − 1 − 𝑓) × 

× (𝑓(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈12

∘ 𝜈21
∗ ) + 1 + 𝜈23

∗ ) × 

× (1 − 𝑓) − 𝑓𝜈21
∘ 𝐸1

∘ × 

× (𝑓(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈12

∗ 𝜈21
∗ ) + 1 + 𝜈23

∗ ) × 

× 𝜈21
∗ (𝑓 − 1)(1 − 𝜈23

∘ ), 
𝑑4 = 𝑓(𝜈21

∘ )2(𝐸1
∘)2𝜈12

∗ × 

× (𝑓(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈12

∗ 𝜈21
∗ ) + 1 + 𝜈23

∗ ) × 

× (𝜈23
∗ (𝑓 − 1) − 1 − 𝑓), 

𝑑5 = 

=
(𝜈21

∗ )2𝜈12
∘ (𝑓 − 1)2(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ )(1 − 𝜈23
∘ )

𝐸1
∘𝜈12

∗ , 

𝑑6 = 𝜈21
∗ (𝑓 − 1)(1 − 𝜈23

0 ) × 

× 𝜈21
∘ (𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ ) + 1 + 𝜈23
∗ ) + 

+𝜈21
∘ (1 + 𝜈23

∗ + 𝑓(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈21

∗ 𝜈12
∗ )) × 

× 𝜈21
∗ (𝑓 − 1)(1 − 𝜈23

∘ − 2𝜈12
∘ 𝜈21

∘ ) + 

+2𝑓(𝜈21
∗ )2𝜈21

∘ 𝜈12
∘ (𝑓 − 1) × 

× (1 − 𝜈23
∘ − 2𝜈12

∗ 𝜈21
∘ ), 

𝑑7 =
(𝜈21

∘ )2𝜈12
∗ 𝐸1

∘

𝜈12
∘ × 

× (1 + 𝜈23
∗ + 𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈21
∗ 𝜈12

∗ )) × 

× (𝑓(1 − 𝜈23
∗ − 2𝜈21

∗ 𝜈12
∘ ) + 1 + 𝜈23

∗ ) + 

+2(𝜈21
∘ )2𝐸1

∘𝜈12
∗ 𝜈21

∗ × 

× (1 + 𝜈23
∗ + 𝑓(1 − 𝜈23

∗ − 2𝜈21
∗ 𝜈12

∗ )). 

Після перетворень отримуємо формулу 

для визначення ефективного поздовжнього 

модуля пружності для пружного компози-

ційного матеріалу з трансверсально-ізотро-

пними пружними матрицею та волокном у 

вигляді: 

𝐸1 =
𝑑1(𝐸1

∗)3 + 𝑑2(𝐸1
∗)2 + 𝑑3𝐸1

∗ − 𝑑4

𝑑5(𝐸1
∗)2 − 𝑑6𝐸1

∗ + 𝑑7
. (5) 

Для знаходження параметрів ефектив-

ного інтегрального оператора поздовжнього 

модуля пружності в’язкопружного компо-

зита замінимо в отриманому виразі для 𝐸1 

пружні сталі зображеннями відповідних ін-

тегральних операторів при перетворенні 

Лапласа. Зображення інтегрального опера-

тора 𝐸̄1 та Е̄1
∗
 мають вигляд: 

𝐸̄1 ÷ 𝐸1(1 − 𝑅̃), 𝐸̄1
∗ ÷ 𝐸1

∗(1 − 𝑅̃∗), (6) 

де 𝐸1 та 𝐸1
∗ – миттєві модулі пружності від-

повідно для однорідного композита та мат-

риці, 𝑅̃ та 𝑅̃∗ – зображення відповідних ядер 

релаксації. Отже, отримуємо: 

𝐸1(1 − 𝑅̃) = 

=
1

𝑑5 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

2

− 𝑑6𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗) + 𝑑7

× 

× (𝑑1 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

3

+ 𝑑2 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

2

+ 

+𝑑3𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗) − 𝑑4). (7) 
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З останньої рівності знаходимо вираз 

для зображення ядра релаксації: 

𝑅̃ = 1 −
1

𝐸1
× 

×
1

𝑑5 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

2

− 𝑑6𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗) + 𝑑7

× 

× (𝑑1 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

3

+ 𝑑2 (𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗))

2

+ 

+𝑑3𝐸1
∗(1 − 𝑅̃∗) − 𝑑4). (8) 

4. Гомогенізація композита при 

поздовжньому зсуві 

Застосуємо енергетичний критерій узго-

дження до гомогенізації в’язкопружного 

транстропного композита в умовах чистого 

поздовжнього зсуву. Розглянемо спочатку 

задачу про сумісний чистий поздовжній 

зсув ідеально пружних матриці та волокна. 

Його отримуємо, приклавши до зовнішньої 

циліндричної поверхні елементарної комі-

рки навантаження, що створює там дотичне 

напруження 

𝜏𝑧𝑟(𝑏, 𝜃) = 𝜎0 𝑐𝑜𝑠 𝜃. 

Умови неперервності переміщень та на-

пружень на поверхні контакту матриці та 

волокна r a  мають вигляд: 

𝜎𝑧𝑟
∘ (𝑡, 𝜃) = 𝜎𝑧𝑟

∗ (𝑡, 𝑎, 𝜃), 

𝑢𝑧
∘ (𝑡, 𝑎, 𝜃) = 𝑢𝑧

∗(𝑡, 𝑎, 𝜃). 

Розв’язуючи цю задачу, отримаємо на-

ступні співвідношення для ненульових ком-

понент напружено-деформованого стану 

матриці при сумісному поздовжньому зсуві 

матриці та волокна: 

𝑢𝑧
∗(𝑟, 𝜃) =

𝜎0

𝐺12
∗ (𝐺12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

× 

× (−(𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ )𝑟 +
𝑎2(𝐺12

∘ − 𝐺12
∗ )

𝑟
) 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝛾𝜃𝑧
∗ (𝑟, 𝜃) =

𝜎0

𝐺12
∗ (𝐺12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

× 

× (𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ −
𝑎2(𝐺12

∘ − 𝐺12
∗ )

𝑟2
) 𝑠𝑖𝑛 𝜃, 

𝛾𝑧𝑟
∗ (𝑟, 𝜃) =

−𝜎0

𝐺12
∗ (𝐺12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

× 

× (𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ +
𝑎2(𝐺12

∘ − 𝐺12
∗ )

𝑟2
) 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝜎𝑧𝑟
∗ (𝑟, 𝜃) =

−𝜎0

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
× 

× (𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ +
𝑎2(𝐺12

∘ − 𝐺12
∗ )

𝑟2
) 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝜎𝑧𝜃
∗ (𝑟, 𝜃) =

𝜎0

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
× 

× (𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ −
𝑎2(𝐺12

∘ − 𝐺12
∗ )

𝑟2
) 𝑠𝑖𝑛 𝜃. 

Основні співвідношення для зображень 

ненульових компонент напружено-дефор-

мованого стану волокна при сумісному поз-

довжньому зсуві мають вигляд: 

𝑢𝑧
∘ (𝑟, 𝜃) =

−2𝜎0𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
, 

𝛾𝜃𝑧
∘ (𝜃) =

2𝜎0 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
, 

𝛾𝑧𝑟
∘ (𝜃) =

−2𝜎0 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
, 

𝜎𝑧𝑟
∘ (𝜃) =

−2𝜎0𝐺12
∘ 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
, 

𝜎𝑧𝜃
∘ (𝜃) =

2𝜎0𝐺12
∘ 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1)
. 

Розв’язки аналогічної задачі про чистий 

поздовжній зсув для транстропного в’язко-

пружного однорідного матеріалу, що моде-

лює композит, мають вигляд: 

𝑢𝑧(𝑟, 𝜃) =
𝜎0

𝐺12
𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝛾𝜃𝑧(𝑟, 𝜃) = −
𝜎0

𝐺12
𝑠𝑖𝑛 𝜃, 

𝛾𝑧𝑟(𝑟, 𝜃) =
𝜎0

𝐺12
𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝜎𝑧𝑟(𝑟, 𝜃) =
𝜎0

𝐺12
𝐺12 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 

𝜎𝑧𝜃(𝑟, 𝜃) = −
𝜎0

𝐺12
𝐺12 𝑠𝑖𝑛 𝜃. 

Згідно з енергетичним критерієм, сума 

величин енергії пружного деформування 

при сумісному поздовжньому зсуві матриці 

та волокна дорівнює енергії пружного дефо-

рмування елементарної комірки однорід-

ного композита при поздовжньому зсуві. 

Маємо наступну рівність: 

∫ ∫ ∫(𝑧𝜃
∗ 𝛾𝑧𝜃

∗ + 𝑧𝑟
∗ 𝛾𝑧𝑟

∗ )𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 +

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

 

+ ∫ ∫ ∫(𝜏𝑧𝑟
∘ 𝛾𝑧𝑟

∘ + 𝜏𝑧𝜃
∘ 𝛾𝑧𝜃

∘ )𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 =

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

 



Visnyk of Zaporizhzhia National University. Physical and Mathematical Sciences  27 

Вісник Запорізького національного університету № 2, 2019 

= ∫ ∫ ∫(𝜏𝑧𝜃𝛾𝑧𝜃 + 𝜏𝑧𝑟𝛾𝑧𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧.

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

0

(9) 

Підставивши сюди вирази для напру-

жень та деформацій матриці, волокна та од-

норідного композита, отримуємо наступну 

рівність: 

Звідси знаходимо: 

𝑏2(𝜎0)2

𝐺12
∗ (𝐺12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

2 × 

× ((𝐺12
∗ + 𝐺12

∘ )2(1 − 𝑓) + 

+𝑓(𝐺12
∘ − 𝐺12

∗ )2(1 − 𝑓)) + 

+
4𝑎2𝐺12

∘ (𝜎0)2

(𝐺12
∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12

∘ (𝑓 + 1))
2 =

𝑏2(𝜎0)2

𝐺12
. 

Для переходу до розв’язку задачі про го-

могенізацію в’язкопружного композита в 

умовах поздовжнього зсуву замінимо пру-

жні сталі 𝐺12 та 𝐺12
∗  на зображення відповід-

них інтегральних операторів при перетво-

ренні Лапласа. Отримуємо: 

1

𝐺̃12

= 

=
(𝐺̃12

∗ )
2

+ 2𝐺̃12
∗ 𝐺12

∘ + (𝐺12
∘ )2 − 𝑓2(𝐺̃12

∗ )
2

𝐺̃12
∗ (𝐺̃12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

2 + 

+
2𝑓2𝐺12

∗ 𝐺12
∘ − 𝑓2(𝐺12

∘ )2

𝐺12
∗ (𝐺12

∗ (𝑓 − 1) − 𝐺12
∘ (𝑓 + 1))

2. 

Звідси після спрощення знаходимо ви-

раз для зображення інтегрального опера-

тора, що описує модуль зсуву: 

𝐺̃12 =
𝐺̃12

∗ (𝐺12
∘ (1 + 𝑓) + 𝐺̃12

∗ (1 − 𝑓))

(1 − 𝑓)𝐺12
∘ + (1 + 𝑓)𝐺̃12

∗
.  (10) 

Знайдемо ядро релаксації 𝑅(𝑡). Для 

цього з рівняння (10), враховуючи, що  

𝐺̃12 = 𝐺12 (1 − 𝑅̃(𝑝)), знайдемо зображення 

𝑅̃(𝑝): 

𝑅̃(𝑝) =
𝐶1(𝑥∗)2 + 𝐶2𝑥∗ + 𝐶3

𝐶4(𝑥∗ + 𝐶5)
. (11) 

Тут 𝑥∗ = 1 − 𝑅̃∗(𝑝), коефіцієнти 𝐶𝑖,  

𝑖 = 1, . . . ,5, набувають наступних значень: 

𝐶1 = (𝑓 − 1)(𝐺12
∗ )2, 

𝐶2 = 𝐺12
∗ (𝐺12 − 𝐺12

∘ )(1 + 𝑓), 

𝐶3 = 𝐺12 ⋅ 𝐺12
∘ (1 − 𝑓), 

𝐶4 = 𝐺12 ⋅ 𝐺12
∗ (1 + 𝑓), 

𝐶5 =
𝐺12

∘ (1 − 𝑓)

𝐺12
∗ (1 + 𝑓)

. 

5. Висновки 

Виконане у даній роботі дослідження 

свідчить про те, що пропонований підхід до 

розв’язання задачі гомогенізації в’язкопру-

жного композита дозволяє повністю визна-

чити реологічні характеристики в’язкопру-

жного трансверсально-ізотропного компо-

зита. Він полягає у застосуванні енергетич-

ного критерію узгодження для визначення 

ефективних пружних модулів Е1 та 𝐺12 з по-

дальшим отриманням ефективних в’язко-

пружних характеристик на основі застосу-

вання інтегрального перетворення Лапласа. 

Значні труднощі при реалізації даного 

підходу викликає обернення перетворення 

Лапласа. Якщо використовується ядро рела-

ксації матриці експоненціального типу, то 

зображенням ядра релаксації для ефектив-

ного поздовжнього модуля пружності є ра-

ціональна функція параметру перетворення 

і для знаходження оригіналу можна викори-

стати відомі точні алгоритми. Для більш 

складних ядер релаксації матеріалу матриці 

виникає потреба у наближеному оберненні 

перетворення Лапласа. Для переходу від 

пружного до в’язкопружного розв’язку за-

дачі гомогенізації можна застосувати також 

принцип Вольтерра. 

Перспективи подальших досліджень у 

цьому напрямі пов’язані з вдосконаленням 

переходу від пружного до в’язкопружного 

розв’язку задачі, а також побудовою моде-

лей гомогенізації, у яких операторними ве-

личинами є коефіцієнти Пуассона. 
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