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Розв’язання задачі про рівновагу порожнистих ізотропних некруго-

вих циліндрів при дії локального навантаження, дано в просторовій 

постановці за певних граничних умов на торцях. Поперечний пере-

різ циліндрів, що розглядаються описаний рівняннями скороченої 

гіпоциклоїди. При цьому застосовуються: метод відокремлення 

змінних вздовж твірної та напрямної циліндра, метод апроксимації 

функцій дискретними рядами Фур’є та стійкий чисельний метод 

дискретної ортогоналізації. Наводяться результати розрахунків у ви-

гляді графіків розподілу полів переміщень та напружень.  
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The paper considers solving the problem on equilibrium of noncircular 

hollow cylinders is performed in spatial formulation at certain boundary 

conditions at the ends. There were considered hollow cylinders which 

cross sections are concave semi-corrugations. The paper presents a non-

traditional approach to solving boundary-value problems on stress state 

of spatial bodies. The approach is based on the reduction of two-dimen-

sional problems to one-dimensional one using the discrete Fourier series. 

The two-dimensional problem contains the geometrical and mechanical 

parameters as the multipliers on solving functions what makes it impos-

sible to separate variables. Introduction of additional functions, which in-

clude resolving functions, and their derivatives together with indicated 

multipliers, allows to reduce the problem to one-dimensional one through 

expansion of all the functions into the Fourier series in one coordinate 

direction. In integrating the one-dimensional boundary-value problem, 

the amplitude values of additional functions are determined through the 

Fourier series of functions which are specified at the discrete set of points. 

The one-dimensional boundary-value problem is solved by the stable nu-

merical method of discrete orthogonalization. The results can be used for 

calculation of construction elements and details of machines of this type. 

The results of the paper can be used when selecting the cross section of 

the cylinders of a similar type. 
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1. Вступ 

Значна кількість елементів конструкцій 

сучасної техніки, що виконана у вигляді 

оболонок різної товщини зі складною фор-

мою і структурою, знаходиться під дією  

розподілених та локальних навантажень. 

Дія локального навантаження на оболонки в 

динамічних та статичних задачах досліджу-

валась в роботах [1 – 3]. Широке застосу-

вання оболонкових елементів пояснюється 

бажанням задовольнити вимогам, які зумов-

лені складними умовами роботи машин, лі-

тальних та транспортних апаратів, різнома-

нітних промислових та громадських споруд.  

Розв’язання задачі про вплив локаль-

ного навантаження на характеристики на-

пружено-деформованого стану елементів 

конструкцій у вигляді оболонок, тобто коли 

розміри поверхні прикладання наванта-

ження невеликі порівняно з загальними роз-

мірами конструкції, пов’язане зі значними 

труднощами. В роботах [4, 5] при 

розв’язанні таких задач розглядалась задача 

про деформування оболонок під впливом зо-

середженого навантаження, розв’язок якої 

вдалося знайти із застосуванням асимптоти-

чного методу. При цьому припускалось, що 

інформація, яку отримано в результаті 

розв’язання останньої задачі, може слугу-

вати для певної оцінки напруженого стану 

оболонок при дії локального навантаження.  

Якщо у випадку пластин розв’язок за-

дачі при зосередженому навантаженні може 

бути порівняним з розв’язком задачі для ло-

кального навантаження, то у випадку оболо-

нок таке співставлення дає лише наближену 

оцінку [4, 6]. Труднощі розв’язання задачі 

при локально розподілених на малій ділянці 

чи відрізку лінії навантаженнях пов’язані з 

обчислювальною реалізацією побудованого 

розв’язку. В роботі [6] зазначено, що 

розв’язання задачі про дію на оболонку зо-

середженої сили простіше, ніж розв’язання 

задачі про дію на оболонку локального на-

вантаження, розподіленого на ділянці зі  

скінченими розмірами. Це можна пояснити 

тим фактом, що у випадку локального на- 

вантаження, якщо його задавати ступінчас-

тою функцією, яке має розриви на границі 

ділянки прикладання, то її розвинення у 

ряди Фур’є потребує обчислення значної кі-

лькості членів цього ряду. В роботі [7] для 

заміни локального навантаження викорис-

товується його заміна дельтоподібною пос-

лідовністю, при цьому за критерій відповід-

ності отримуваних розв’язків обирається 

степінь збігу максимальних значень основ-

них факторів напружено-деформованого 

стану оболонки. 

У даній роботі проводиться дослідження 

впливу локального навантаження на напру-

жений стан порожнистих циліндрів з попе-

речним перерізом у вигляді з’єднаних увіг-

нутих напівгофрів, що знаходяться під дією 

локального навантаження за певних гранич-

них умов на торцях. При цьому застосову-

ються: метод відокремлення змінних, апро-

ксимації функцій дискретними рядами 

Фур’є та чисельний метод дискретної орто-

гоналізації. 

2. Постановка задачі 

Розглядаються ізотропні порожнисті ци-

ліндри з некруговим поперечним перерізом 

в криволінійній системі координат 𝑠, 𝑡, 𝛾, яка 

побудована таким чином. В ортогональній 

криволінійній системі координат 𝑠, 𝑡 обира-

ється криволінійна циліндрична поверхня за 

поверхню відліку (серединна поверхня, рів-

новіддалена від бічних поверхонь), а коор-

дината 𝛾 відкладається вздовж нормалі до 

цієї поверхні.  

Квадрат довжини лінійного елемента в 

обраній системі координат має вигляд

𝑑𝑆2 = 𝐻1
2𝑑𝑠2 + 𝐻2

2(𝑡, 𝛾)𝑑𝑡2 + 𝐻3
2𝑑𝛾2, (1) 

де 𝐻1 = 1; 𝐻2 = 1 + 𝛾/𝑅𝑡; 𝐻3 = 1 – параме-

три Ламе, 𝑅𝑡 – радіус кривизни поверхні від-

ліку поперечного перерізу.  

На торцях розглядаються граничні 

умови типу простого опирання

𝜎𝑠 = 𝑢𝑡 = 𝑢𝛾 = 0 при 𝑠 = 0;  𝑠 = 𝑙. (2) 

Циліндри знаходяться під дією локального навантаження 𝒒𝜸 = 𝒒𝜸(𝒔, 𝒕), прикладеного 

на частині зовнішньої бічної поверхні. Граничні умови мають вигляд: 
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𝛾 = 𝛾𝑝: 𝜎𝛾 = 0;  𝜏𝑠𝛾 = 0;  𝜏𝑡𝛾 = 0;

𝛾 = 𝛾𝑞: 𝜎𝛾 = 𝑞𝛾(𝑡); 𝜏𝑠𝛾 = 0; 𝜏𝑡𝛾 = 0.
(3) 

За вихідні приймаються основні рів-

няння лінійної просторової теорії пружності 

[8]. За розв’язувальні обираються функції, в 

яких формулюються граничні умови на біч-

них поверхнях (3) – три компоненти напру-

жень 𝜎𝛾
𝑖 ,  𝜏𝑠𝛾

𝑖 ,   𝜏𝑡𝛾
𝑖  та три компоненти пере-

міщень 𝑢𝛾
𝑖 ,   𝑢𝑠

𝑖 ,   𝑢𝑡
𝑖 . Після певних перетво-

рень з вихідних рівнянь можна отримати 

розв’язувальну систему диференціальних 

рівнянь в частинних похідних зі змінними 

коефіцієнтами, що описує напружений стан 

розглядуваних циліндрів в області  
{0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑙; 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2; 𝛾𝑝 ≤ 𝛾 ≤ 𝛾𝑞} 

∂𝜎𝛾

∂𝛾
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1
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∂𝜏𝑠𝛾

∂𝑠
−
1
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1
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; (4) 

∂𝑢𝑠
∂𝛾

= 𝑎55𝜏𝑠𝛾 −
∂𝑢𝛾

∂𝑠
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∂𝑢𝑡
∂𝛾

= 𝑎44𝜏𝑡𝛾 −
1

𝐻2

∂𝑢𝛾

∂𝑡
+
1

𝐻2

∂𝐻2
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(𝑏11 =
𝑎22𝑎66
Ω

; 𝑏12 = −
𝑎12𝑎66
Ω

; 𝑏22 =
𝑎11𝑎66
Ω

; 𝑏66 =
(𝑎11𝑎22 − 𝑎12

2 )

Ω
; 

Ω = (𝑎11𝑎22 − 𝑎12
2 )𝑎66; 

𝑐1 = −(𝑏11𝑎13 + 𝑏12𝑎23);  𝑐2 = −(𝑏12𝑎13 + 𝑏22𝑎23);  𝑐4 = 𝑎33 + 𝑐1𝑎13 + 𝑐2𝑎23).

Тут 

𝑎11 =
1

𝐸𝑠
;  𝑎12 = −

𝜈𝑠𝑡
𝐸𝑡
= −

𝜈𝑡𝑠
𝐸𝑠
; 

𝑎13 = −
𝜈𝑠𝛾

𝐸𝛾
= −

𝜈𝛾𝑠

𝐸𝑠
;  𝑎22 =

1

𝐸𝑡
; 

𝑎23 = −
𝜈𝛾𝑡

𝐸𝑡
= −

𝜈𝑡𝛾

𝐸𝛾
;  𝑎33 =

1

𝐸𝛾
;  𝑎44 =

1

𝐺𝑡𝛾
; 

𝑎55 =
1

𝐺𝑠𝛾
;  𝑎66 =

1

𝐺𝑠𝑡
, 

де 𝐸𝑠, 𝐸𝑡, 𝐸𝛾 – модулі пружності в напрямку 

координатних осей, 𝐺𝑡𝛾, 𝐺𝑠𝛾, 𝐺𝑠𝑡 – модулі 

зсуву для площин, паралельних координат-

ним поверхням, 𝜈𝑠𝑡, 𝜈𝑡𝑠, 𝜈𝑠𝛾, 𝜈𝛾𝑠, 𝜈𝑡𝛾, 𝜈𝛾𝑡 – 

коефіцієнти Пуассона. 

У випадку ізотропного матеріалу усі на-

прямки еквівалентні стосовно пружних вла-

стивостей і 𝐸𝑠 = 𝐸𝑡 = 𝐸𝛾 = 𝐸, 𝜈𝑠𝑡 = 𝜈𝑡𝑠 = 

= 𝜈𝑠𝛾 = 𝜈𝛾𝑠 = 𝜈𝑡𝛾 = 𝜈𝛾𝑡 =  𝜈, 𝐺𝑡𝛾 = 𝐺𝑠𝛾= 

= 𝐺𝑠𝑡 = 𝐸/2(1 + 𝜈). 

3. Метод розв’язування 

Наявність граничних умов (2) дозволяє 

понизити розмірність задачі шляхом відо-

кремлення змінних. Для цього розв’язува-

льні функції та компоненти навантаження 

подаються у вигляді розвинень в ряди Фур’є 

вздовж твірної циліндра. В результаті під-

становки зазначених рядів до розв’язуваль-

ної системи диференціальних рівнянь (4) та 

граничних умов (3) і відокремлення змінних 

отримуємо двовимірну задачу, яка опису-

ється системою диференціальних рівнянь в 

частинних похідних зі змінними коефіцієн-

тами відносно амплітудних значень зазначе-
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них рядів [9]. Отримана система диференці-

альних рівнянь не дозволяє відокремити 

змінні вздовж напрямної циліндра, оскільки 

містить в собі доданки, що являють собою 

добутки розв’язувальних функцій на коефі-

цієнти, які залежать від двох координат 

(𝑡, 𝛾). Для подолання такої перешкоди за-

мість зазначених доданків в розв’язувальній 

системі диференціальних рівнянь запису-

ють доповняльні функції, що мають вигляд

𝜙1
𝑗
=
1

𝐻2

∂𝐻2
∂𝛾

{𝜎𝛾; 𝜏𝑠𝛾; 𝑢𝛾; 𝑢𝑠;
1

𝐻2

∂𝐻2
∂𝛾
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𝑗
=
1

𝐻2
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𝑗
=
1
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∂𝑡
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;
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=
1
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{
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;
∂𝑢𝑡
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;
1

𝐻2

∂𝐻2
∂𝛾

∂𝑢𝑡
∂𝑡
} (𝑗 = 1,3); 

𝜙5 =
1

𝐻2

∂

∂𝑡
𝜙1
3;  𝜙6 =

1

𝐻2

∂

∂𝑡
𝜙3
3;  𝜙7 =

1

𝐻2

∂

∂𝑡
𝜙4
2. (5) 

З врахуванням виразів (5) розв’язувальна система диференціальних рівнянь набуває ви-

гляду 

∂𝜎𝛾

∂𝛾
= 𝜆𝑛𝜏𝑡𝛾 + (𝑐2 − 1) 𝜙1

1 − 𝜙4
1 + 𝑏22𝜙1

5 + 𝑏12𝜆𝑛𝜙1
4 + 𝑏22𝜙4

3; 

∂𝜏𝑠𝛾

∂𝛾
= −𝑐1𝜆𝑛𝜎𝛾 + 𝑏11𝜆𝑛

2𝑢𝑠 − 𝜙1,𝑛
2 − 𝑏12𝜆𝑛𝜙1

3 − 𝑏66𝜙6 − (𝑏12 + 𝑏66)𝜆𝑛𝜙4
2; (6) 

𝜕𝜏𝑡𝛾

𝜕𝛾
= −𝑏66𝜆𝑛

2𝑢𝑡 − 𝑐2𝜙3
1 − 2𝜙2

1 − 𝑏22𝜙5 + (𝑏12 + 𝑏66)𝜆𝑛𝜙3
3 − 𝑏22𝜙7; 

∂𝜏𝑡𝛾

∂𝛾
= −𝑏66𝜆𝑛

2𝑢𝑡 − 𝑐2𝜙3
1 − 2𝜙2

1 − 𝑏22𝜙5 + (𝑏12 + 𝑏66)𝜆𝑛𝜙3
3 − 𝑏22𝜙7; 

∂𝑢𝛾

∂𝛾
= 𝑐4𝜎𝛾 + 𝑐1𝜆𝑛𝑢𝑠 − 𝑐2𝜙4

2 − 𝑐2𝜙1
3; 
∂𝑢𝑠

∂𝛾
= 𝑎55𝜏𝑠𝛾 − 𝜆𝑛𝑢𝛾;

∂𝑢𝑡

∂𝛾
= 𝑎44𝜏𝑡𝛾 − 𝜙3

2 + 𝜙2
2. 

Формально коефіцієнти системи дифе-

ренціальних рівнянь (6) не залежать від ко-

ординати напрямної 𝑡 і дозволяють відокре-

мити змінні в цьому напрямку шляхом роз-

винень розв’язувальних, доповняльних фун-

кцій і компонент навантаження в ряди Фур’є 

вздовж напрямної циліндра. Зазначені ряди 

Фур’є подаються у вигляді

�̃�(𝑡, 𝛾) = ∑ �̃�𝑘

𝐾

𝑘=0

(𝛾) 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑘 𝑡, �̃�(𝑡, 𝛾) = ∑ �̃�𝑘

𝐾

𝑘=1

(𝛾) 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑘 𝑡, (7) 

де 

�̃� = {𝜎𝛾, 𝜏𝑠𝛾, 𝑢𝛾 , 𝑢𝑠, 𝜙1
𝑗
, 𝜙4

𝑗
, 𝜙6, 𝑞𝛾, 𝑞𝑠},  �̃� = {𝜏𝑡𝛾, 𝑢𝑡 , 𝜙2

𝑗
, 𝜙3

𝑗
, 𝜙5, 𝜙7, 𝑞𝑡}, 𝜆𝑘 =

2𝑘𝜋

𝑇
. 

Підстановка рядів (7) до розв’язувальної 

системи рівнянь (6) та граничних умов на бі-

чних поверхнях дозволяє відокремити 

змінні і прийти до одномірної крайової за-

дачі, яку описано системою звичайних ди-

ференціальних рівнянь зі сталими коефіціє-

нтами відносно амплітудних значень рядів 

(7) у вигляді

𝑑𝜎𝛾,𝑘

𝑑𝛾
= 𝜆𝑛𝜏𝑠𝛾,𝑘 + (𝑐2 − 1) 𝜙1,𝑘

1 − 𝜙4,𝑘
1 + 𝑏22𝜙1,𝑘

5 + 𝑏12𝜆𝑛𝜙1,𝑘
4 + 𝑏22𝜙4,𝑘

3 ; 

𝑑𝜏𝑠𝛾,𝑘

𝑑𝛾
= −𝑐1𝜆𝑛𝜎𝛾,𝑘 + 𝑏11𝜆𝑛

2𝑢𝑠,𝑘 − 𝜙1,𝑘
2 − 𝑏12𝜆𝑛𝜙1,𝑘

3 − 𝑏66𝜙6,𝑘 − (𝑏12 + 𝑏66)𝜆𝑛𝜙4,𝑘
2 ; (8) 

𝑑𝜏𝑡𝛾,𝑘

𝑑𝛾
= 𝑏66𝜆𝑛

2𝑢𝑡,𝑘 − 𝑐2𝜙3,𝑘
1 − 2𝜙2,𝑘

1 − 𝑏22𝜙5,𝑘 − (𝑏12 + 𝑏66)𝜆𝑛𝜙3,𝑘
3 − 𝑏22𝜙7,𝑘; 

𝑑𝑢𝛾,𝑘

𝑑𝛾
= 𝑐1𝜆𝑛𝑢𝑠,𝑘 + 𝑐4𝜎𝛾,𝑘 − 𝑐2𝜙4,𝑘

2 − 𝑐2𝜙1,𝑘
3 ; 
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𝑑𝑢𝑠,𝑘
𝑑𝛾

= 𝑎55𝜏𝑠𝛾,𝑘 − 𝜆𝑛𝑢𝛾,𝑘;   
𝑑𝑢𝑡,𝑘
𝑑𝛾

= 𝑎44𝜏𝑡𝛾,𝑘 − 𝜙3,𝑘
2 + 𝜙2,𝑘

2   (𝑘 = 0, 𝐾) 

з граничними умовами 

𝛾 = 𝛾𝑝: 𝜎𝛾,𝑘 = 0; 𝜏𝑠𝛾,𝑘 = 0; 𝜏𝑡𝛾,𝑘 = 0, (9) 

𝛾 = 𝛾𝑞: 𝜎𝛾,𝑘 = 𝑞𝛾,𝑘;  𝜏𝑠𝛾,𝑘 = 0; 𝜏𝑡𝛾,𝑘 = 0. 

Отримана крайова задача (8), (9) 

розв’язується одночасно для всіх гармонік 

рядів (7). В процесі інтегрування на кож-

ному кроці застосування чисельного методу 

необхідно знаходити амплітудні значення 

доповняльних функцій. При цьому для кож-

ного фіксованого значення 𝛾𝑘 відрізка 

[𝛾𝑝; 𝛾𝑞] обчислюють в ряді точок напрямної  

𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 𝑅) величини

ℎ1
𝑖 =

1

𝐻2

∂𝐻2
∂𝛾

=
1

𝑅𝑡(𝑡𝑖) + 𝛾𝑘
; ℎ2

𝑖 =
1

𝐻2
=

𝑅𝑡(𝑡𝑖)

𝑅𝑡(𝑡𝑖) + 𝛾𝑘
(𝑖 = 1, 𝑅); 

𝜙1,𝑖
𝑗
= ℎ1

𝑖 ∑{𝜎𝛾,𝑚; 𝜏𝑠𝛾,𝑚; 𝑢𝛾,𝑚; 𝑢𝑠,𝑚}

𝑀

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑚 𝑡𝑖, (𝑗 = 1,4); 

𝜙1,𝑖
5 = (ℎ1

𝑖 )
2
∑ 𝑢𝛾,𝑚

𝑀

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑚 𝑡𝑖; (10) 

𝜙2,𝑖
𝑗
= ℎ1

𝑖 ∑{𝜏𝑡𝛾,𝑚; 𝑢𝑡,𝑚}

𝑀

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑚 𝑡𝑖, (𝑗 = 1,2); 

𝜙3,𝑖
𝑗
= −ℎ2

𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

{𝜎𝛾,𝑚; 𝑢𝛾,𝑚; 𝑢𝑠,𝑚} 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑚 𝑡𝑖 , (𝑗 = 1,3); 

𝜙4,𝑖
𝑗
= ℎ2

𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

{𝜏𝑡𝛾,𝑚; 𝑢𝑡,𝑚} 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑚 𝑡𝑖, (𝑗 = 1,2);  𝜙4,𝑖
3 = ℎ1

𝑖ℎ2
𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

𝑢𝑡,𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑚 𝑡𝑖. 

Застосовуючи стандартну процедуру об-

числення коефіцієнтів Фур’є для функції, 

яку задано таблицею, знаходять ці коефіціє-

нти для функцій (10). Значення 

𝜙1,𝑚
3 ,  𝜙3,𝑚

3 ,  𝜙4,𝑚
2  (𝑚 = 0,𝑀) використову-

ють для обчислення табличних значень фу-

нкцій

𝜙5,𝑖 = −ℎ2
𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

𝜙1,𝑚
3 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑚 𝑡𝑖;  𝜙6,𝑖 = ℎ2

𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

𝜙3,𝑚
3 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑚 𝑡𝑖; 

𝜙7,𝑖 = −ℎ2
𝑖 ∑ 𝜆𝑚

𝑀

𝑚=0

𝜙4,𝑚
2 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑚 𝑡𝑖 (𝑖 = 1, 𝑅), (11) 

після чого обчислюють коефіцієнти Фур’є 

для функцій (11). Знайдені коефіцієнти для 

функцій (10), (11) підставляють до розв’язу-

вальної системи диференціальних рівнянь 

(8) і виконують наступний крок інтегру-

вання, переходячи від точки 𝛾𝑘 до точки 

𝛾𝑘+1. На кінцях інтервалу [𝛾𝑝; 𝛾𝑞] задоволь-

няють граничним умовам (9). 

4. Аналіз числових результатів 

Нехай поперечний переріз поверхні від-

ліку розглядуваних циліндрів задається рів-

няннями скороченої гіпоциклоїди у вигляді 

𝑥 = (𝐴 − 𝑎) 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝜆𝑎 𝑐𝑜𝑠 (
𝐴 − 𝑎

𝑎
𝜓) ; 

𝑧 = (𝐴 − 𝑎) 𝑠𝑖𝑛 𝜓 − 

−𝜆𝑎 𝑠𝑖𝑛 (
𝐴 − 𝑎

𝑎
𝜓) , (12) 
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де 𝐴 – радіус нерухомого кола, 𝑎 (𝑎0) – ра-

діус рухомого кола, 𝑎  (1) – відстань до 

радіуса рухомого кола,  (02) – куто-

вий параметр, центральний кут в попереч-

ному перерізі. 

Перехід від координати 𝑡 до координати 

𝜓 для функції 𝑉(𝑡(𝜓), 𝛾) здійснюється та-

ким чином 

𝑑𝑡

𝑑𝜓
= √(

𝑑𝑥

𝑑𝜓
)
2

+ (
𝑑𝑧

𝑑𝜓
)
2

= 𝜔(𝜓);  
∂𝑉

∂𝜓
=
∂𝑉

∂𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝜓
;  
∂𝑉

∂𝑡
=

1

𝜔(𝜓)

∂𝑉

∂𝜓
. 

При цьому радіус кривизни поверхні 

відліку буде 𝑅(𝜓) =
𝜔3(𝜓)

(
𝑑𝑥

𝑑𝜓

𝑑2𝑧

𝑑𝜓2
−
𝑑𝑧

𝑑𝜓

𝑑2𝑥

𝑑𝜓2
)
. 

Розглядаються два варіанти прикла-

дання локального навантаження: на двох та 

на чотирьох ділянках бічної поверхні. 

Локальне навантаження, прикладене на 

двох ділянках бічної поверхні, має вигляд

𝑞𝛾(𝜓) = {
−𝑞0(𝑐𝑜𝑠 𝜓 − 𝑐𝑜𝑠 𝛽),  2𝜋 − 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 𝛽;  0,  𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 𝜋 − 𝛽;

𝑞0(𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽),  𝜋 − 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 𝜋 + 𝛽;  0,  𝜋 + 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 2𝜋 − 𝛽.
(13) 

Таке навантаження можна подати у вигляді ряду Фур’є 

𝑞𝛾(𝜓) =
2𝑞0
𝜋
[𝑠𝑖𝑛 𝛽 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + ∑ (

𝑠𝑖𝑛(𝑘 − 1) 𝛽

𝑘 − 1

2𝐾

𝑘=2,4,…

−
2 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽

𝑘
+ 

+
𝑠𝑖𝑛(𝑘 + 1) 𝛽

𝑘 + 1
) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝜓] . (14) 

Параметр 𝛽 характеризує інтервал прик-

ладання локального навантаження. 

Якщо розглядається чотири ділянки 

прикладання локального навантаження

𝑞𝛾(𝜓) =

{
 
 
 

 
 
 𝑞0(𝑐𝑜𝑠 𝜓 − 𝑐𝑜𝑠 𝛽),  0 ≤ 𝜓 ≤ 𝛽;  2𝜋 − 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 2𝜋;  0,  𝛽 ≤ 𝜓 ≤

𝜋

2
− 𝛽;

𝑞0(𝑠𝑖𝑛 𝜓 − 𝑐𝑜𝑠 𝛽), 
𝜋

2
− 𝛽 ≤ 𝜓 ≤

𝜋

2
+ 𝛽;  0, 

𝜋

2
+ 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 𝜋 − 𝛽;

−𝑞0(𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽),  𝜋 − 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 𝜋 + 𝛽;  0,  𝜋 + 𝛽 ≤ 𝜓 ≤
3𝜋

2
− 𝛽;

−𝑞0(𝑠𝑖𝑛 𝜓 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽), 
3𝜋

2
− 𝛽 ≤ 𝜓 ≤

3𝜋

2
+ 𝛽;  0, 

3𝜋

2
+ 𝛽 ≤ 𝜓 ≤ 2𝜋 − 𝛽,

(15) 

то його можна подати у вигляді ряду Фур’є таким чином: 

𝑞𝛾(𝜓) =
4𝑞0
𝜋
[𝑠𝑖𝑛 𝛽 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + ∑ (

𝑠𝑖𝑛(𝑘 − 1) 𝛽

𝑘 − 1

4𝐾

𝑘=4,8,…

−
2 𝑠𝑖𝑛 𝑘 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽

𝑘
+

+
𝑠𝑖𝑛(𝑘 + 1) 𝛽

𝑘 + 1
) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝜓] . (16)

 

На рис. 1, 2 наведено графіки частини 

локального навантаження дійсного та апро-

ксимованого рядами Фур’є при двох ділян-

ках прикладання для інтервалу 𝛽 = 𝜋/8 

(рис. 1) та 𝛽 = 𝜋/32 (рис. 2) в області зміни 

кутового параметра 𝜓  2/;0  . 

На рис. 3, 4 наведено графіки частини 

локального навантаження дійсного та апро-

ксимованого рядами Фур’є при чотирьох ді-

лянках прикладання для інтервалу 𝛽 = 𝜋/8 

(рис. 3) та 𝛽 = 𝜋/32 (рис. 4) в області зміни 

кутового параметра 𝜓 ∈  [0; 𝜋/4].
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Як видно з наведених на рис. 1–4 графі-

ків, більшої кількості членів рядів (14), (16) 
апроксимоване навантаження потребує не 
для способу його прикладання, а для дов-
жини інтервалу. Чим менший інтервал при-
кладання локального навантаження, тим бі-
льшої кількості членів відповідних рядів 
Фур’є він потребує. 

При врахуванні 20 – 22 членів рядів (14), 

(16) для інтервалу 𝛽 = 𝜋/8 максимальне 

значення навантаження при 𝜓 = 0 відрізня-
ється від заданого на 0,84% – 0,78%, що сві-
дчить про достатню точність такого по-
дання.  

Для інтервалу 𝛽 = 𝜋/32 при врахуванні 
28 членів аналогічних рядів максимальне 

значення навантаження при 𝜓 = 0 відрізня-
ється від заданого на 0,75%, що свідчить про 
достатню точність такого подання. 

При розв’язуванні задачі прийняті такі 

вихідні дані: довжина циліндра 𝑙 = 40, тов-

щина ℎ = 2, радіус нерухомого кола 𝐴 = 24, 

радіус рухомого кола 𝑎 = 6, параметр  

𝜆 = 0,4. 

На рис. 5 показаний поперечний переріз 
розглядуваних циліндрів з прикладеним на-
вантаженням. Було обрано два способи при-
кладання локального навантаження: з двома 
інтервалами прикладання (13) (рис. 5, а), яке 
подається рядом (14), та з чотирма – (15), яке 
подається рядом (16) (рис. 5, б). 

Для параметра 𝛽 розглядаються дві діля-

нки: 𝛽 = 𝜋/8; 𝛽 = 𝜋/16. При цьому коефі-

цієнт 𝑞0 обирається таким чином, щоб зага-
льне навантаження залишалось однаковим, 

рівним навантаженню при 𝛽 = 𝜋/16. 
Результати розв’язку задачі в серед-

ньому перерізі довжини циліндра наведені 

на рис.  6 для полів переміщень 𝑢𝛾 та для по-

лів напружень 𝜎𝜓 – на рис. 7 вздовж напря-

мної. Суцільною лінією показані криві для 
двох ділянок прикладання локального нава-
нтаження, штриховою – для чотирьох. В 
силу симетрії розглянуто чверть попереч-
ного перерізу циліндра для інтервалу  
[0;  𝜋/2]. 
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З рис. 6, рис. 7 видно, що при чотирьох 

ділянках локального навантаження перемі-

щення та напруження розподіляються симе-

трично відносно зони з’єднання напівгофрів 

(𝜓 = 𝜋/8). 

При цьому зі збільшенням інтервалу 

прикладання навантаження значення пере-

міщень зменшуються в зоні вершини напів-

гофрів (𝜓 = 0) в 1,2 раза для двох інтервалів 

навантаження та для чотирьох інтервалів 

прикладання локального навантаження. 

Крім того, збільшення інтервалу прик-

ладання навантаження для 𝛽 = 𝜋/8 при чо-

тирьох ділянках прикладання веде до більш 

плавного перерозподілу значень перемі-

щень, в той час, коли для 𝛽 = 𝜋/16 при пе-

реході з зони вершин напівгофрів  

(𝜓 = 0; 𝜋/4) до зони з’єднання (𝜓 = 𝜋/8) 
переміщення зменшуються майже в 40 разів. 

Для двох ділянок прикладання наванта-

ження (рис. 7) зміна інтервалу 𝛽 приводить 

до суттєвого перерозподілу полів напру-

жень в перерізі 0 ≤ 𝜓 ≤ 𝜋/4 на внутрішній 

поверхні оболонки.  

При цьому в зоні вершини напівгофрів 

(𝜓 = 0) величина напружень збільшується в 

7,6 раза при зменшенні інтервалу 𝛽, а для 

чотирьох ділянок навантаження – напру-

ження збільшуються майже в 3 рази. 

На зовнішній поверхні оболонки збіль-

шення зони прикладання навантаження веде 

Рис. 5. 
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до зменшення величини напружень як для 

двох, так і для чотирьох ділянок. При цьому 

для першого способу навантаження в зоні 

вершини напівгофрів (𝜓 = 0) напруження 

зменшуються у 2,3 раза а для другого спо-

собу – у 3,5 раза. 

5. Висновки 

У просторовій постановці, з використан-

ням методів відокремлення змінних, апрок-

симації функцій дискретними рядами Фур’є 

та стійкого чисельного методу дискретної 

ортогоналізації, розв’язано задачу про 

вплив локального навантаження на напру-

жений стан ізотропних порожнистих цилін-

дрів з поперечним перерізом у вигляді з’єд-

наних увігнутих напівгофрів. Поперечний 

переріз розглядуваних циліндрів описується 

гладкою кривою без особливостей та розри-

вів, що являє собою скорочену гіпоцикло-

їду. Обрання за розв’язувальні функції, в 

яких формулюються  граничні умови на біч-

них поверхнях, дозволяє отримати розв’язок 

задачі з достатнім степенем точності [10]. 

Прикладене локальне навантаження пода-

ється рядами Фур’є, для яких обрано необ-

хідну кількість членів, за яких максимальне 

значення дійсного навантаження і апрокси-

мованого відповідними рядами не переви-

щує 1%. Досліджено два способи прикла-

дання локального навантаження – на двох та 

чотирьох ділянках різних інтервалів. Було 

встановлено, що зміна інтервалу більшою 

мірою відчутна для чотирьох ділянок прик-

ладання навантаження в розподілі полів но-

рмальних переміщень в зоні, вільній від на-

вантаження, та в зоні максимального наван-

таження в розподілі напружень для обох 

способів прикладання локального наванта-

ження. 
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