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Практичне застосування чисельних методів для розв’язання крайо-

вих задач потребує створення дискретних моделей геометричних об-

ластей складної форми. Проблему генерації сіткової моделі можна 

розбити на дві окремі задачі: 1) створення формального опису вихі-

дної геометричної області та 2) побудову її дискретної моделі на ос-

нові цього опису. 

Найбільш складним є перший етап особливо для геометричних об-

ластей нестандартної форми. Універсальним способом параметрич-

ного опису геометричної області будь-якої складності є викорис-

тання апарату R-функцій, які дозволяють за допомогою логічних 

операцій інверсії, кон’юнкції та диз’юнкції над елементарними ма-

тематичними співвідношеннями будувати неявні функції, що одно-

значно описують границю геометричного об’єкта довільної форми. 

Практичне застосування R-функцій є досить складним в силу їх не-

явної природи. Для візуалізації геометричних областей, описаних за 

допомогою неявних функцій, необхідно найперше побудувати набір 

опорних точок, які належать границі вихідної області, а потім для 

цього набору згенерувати воксельну або гранично-елементну мо-

дель. Задача ефективного пошуку точок, що належать границі гео-

метричної області, описаної за допомогою неявної R-функції, на сьо-

годні є актуальною й вимагає розробки відповідних підходів і алго-

ритмів. 

У статті описується запропонований паралельний алгоритм побу-

дови та візуалізації геометричних моделей областей, описаних нея-

вними функціями, в обчислювальних системах із загальною 

пам’яттю. Цей алгоритм було реалізовано із застосуванням Станда-

ртної бібліотеки мови програмування C++ (C++11). Було створено 

відповідне програмне забезпечення й проведено ряд обчислюваль-

них експериментів, які показали ефективність запропонованого ал-

горитму на комп’ютерах з різними типами процесорів.  
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Using of the numerical methods for the solution of boundary value prob-

lems requires the making of discrete models of geometric regions of com-

plex shape. The problem of generating a mesh can be divided into two 

independent tasks: 1) creating a formal description of the initial geometric 

region and 2) building its discrete model based on this description. 

The most difficult is the first stage, especially for geometric areas of ir-

regular shape. A universal way to parametrically describe a geometric re-

gion of arbitrary shape is to use R-functions, which allow using logical 

operations of inversion, conjunction, and disjunction over elementary 

mathematical relations to construct implicit functions that uniquely de-

scribe the boundary of an arbitrary geometric object. 
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The practical application of R-functions is quite complicated due to their 

implicit nature. To visualize the geometric regions described using im-

plicit functions, you must first find a set of reference points that belong to 

the boundary of the original region, and then construct a voxel or bound-

ary model for this set. The problem of effective finding points that belong 

to the boundary of the geometric region described using the implicit R-

function is relevant today and requires the development of appropriate 

approaches and algorithms. 

This article describes a parallel algorithm for constructing and visualizing 

geometric models of regions described by implicit functions in computing 

systems with shared memory. This algorithm was implemented using the 

С++ standard library (C++11). A series of computational experiments 

were carried out, showing the effectiveness of the proposed algorithm on 

computers with various types of processors. 

 

1. Вступ 

Чисельний аналіз крайових задач із ви-

користанням, наприклад, методу скінченних 

елементів передбачає створення дискретних 

(скінченно-елементних) моделей дво- і три-

вимірних геометричних областей складної 

форми. На практиці проблема автоматичної 

генерації дискретної моделі може бути роз-

бита на дві окремі задачі:  

створення формального опису вихідної 

геометричної області у формі, придатній для 

подальшої автоматичної обробки із застосу-

ванням комп’ютерної техніки;  

побудова дискретної моделі вихідної об-

ласті за раніше отриманим формальним опи-

сом [1-3].  

Перша задача є нетривіальною, особ-

ливо для геометричних областей нестандар-

тної форми. На практиці для опису форма-

льних моделей геометричних областей най-

частіше використовують граничне й твердо-

тільне геометричне моделювання [4]. Голо-

вним недоліком цих класичних підходів є 

досить висока трудомісткість моделювання 

об’єктів нетипової форми. Найбільш універ-

сальним і природним способом формаль-

ного опису геометричної області довільної 

форми Ω є застосування R-функцій, запро-

понованих академіком В. Л. Рвачовим [5]. 

Основна ідея цього підходу полягає в побу-

дові такої функції 𝐹(𝑥), для якої викону-

ються, наприклад, такі співвідношення: 

𝐹(𝑥) ≥ 0, якщо 𝑥 ∈ Ω (𝐹(𝑥) = 0, якщо 𝑥 

знаходиться на границі Ω – 𝜕Ω), і 𝐹(𝑥) < 0, 

якщо 𝑥 ∉ Ω. В. Л. Рвачовим було доведено, 

що функцію 𝐹(𝑥) для будь-якої геометрич-

ної області Ω можна сконструювати за допо-

могою набору елементарних математичних 

функцій і логічних операцій кон’юнкції, 

диз’юнкції та інверсії над ними. Проте прак-

тичне застосування такого підходу є досить 

складним, так як функція 𝐹(𝑥) є неявною. 

Тому візуалізація геометричних областей, 

описаних R-функціями, є нетривіальною за-

дачею. Огляд існуючих алгоритмів візуалі-

зації неявних функцій наведено в роботах 

[6-12]. Однак раніше розроблені алгоритми 

є або повільними послідовними, або орієн-

товані на побудову тільки воксельных моде-

лей вихідних геометричних областей. Тому 

розробка ефективних паралельних алгорит-

мів візуалізації неявних функцій на сьогодні 

є актуальною. У цій статті описується запро-

понований паралельний алгоритм побудови 

гранично-елементних моделей тривимірних 

геометричних об’єктів, описаних  

R-функціями, в обчислювальних системах зі 

спільною пам’яттю. 

2. Використання паралельних систем  

зі спільною пам’яттю для геометричного 

моделювання 

На сьогодні з появою і широким розпо-

всюдженням багатопроцесорних та/або ба-

гатоядерних обчислювальних систем вели-

кої актуальності набула проблема розробки 

спеціалізованих паралельних алгоритмів 

для розв’язання актуальних прикладних за-

дач. На цей час існує досить багато різнома-

нітних типів обчислювальних архітектур, 

найбільш поширеними серед яких є та- 

кі [13]: 

– SISD (Single Instruction, Single Data) – 

комп’ютерні системи, в яких одиночному 

потоку команд, що виконуються, відповідає 

єдиний потік даних (звичайні однопроцесо-

рні комп’ютери); 
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– SIMD (Single Instruction, Multiple Data) 

– обчислювальні системи з одиночним пото-

ком команд і множинним потоком даних 

(GPU, MMX та інші); 

– MIMD (Multiple Instruction, Multiple 

Data) – комп’ютери з множинним потоком 

команд і множинним потоком даних (су-

часні багатопроцесорні системи).  

Остання архітектура є найбільш поши-

реною на сьогодні через свою обчислюваль-

ну ефективність [14]. MIMD-системи прий-

нято в загальному випадку поділяти на дві 

окремі категорії: 

1) мультипроцесори (multiprocessor) – 

комп’ютерні системи зі спільною пам’яттю 

(найчастіше це комп’ютери з багатоядер-

ними процесорами); 

2) мультикомп’ютери (multicomputer) – 

обчислювальні системи без спільної пам’яті 

(наприклад, обчислювальні кластери)  

[15, 16]. 

Розробка паралельних алгоритмів для 

мультикомп’ютерів є складним і трудоміст-

ким процесом через необхідність реалізації 

синхронізації доступу до даних, потенційну 

можливість виникнення взаємоблокувань 

(deadlock), труднощі у налагодженні тощо 

[17], тому в даній роботі розглянута парале-

льна реалізація геометричного моделю-

вання в обчислювальних системах зі спіль-

ною пам’яттю. 

При візуалізації геометричних областей, 

заданих неявними функціями, найбільш 

простим й зручним для практичної реаліза-

ції є метод паралельної декомпозиції «Розді-

ляй і володарюй» [18]. Згідно з ним вихідна 

задача пошуку множини точок, що належать 

границі 𝜕Ω неявно заданої геометричної об-

ласті Ω, поділяється на певну сукупність 

підзадач, які розв’язуються паралельно, а 

отримані результати згодом об’єднуються. 

Послідовний алгоритм пошуку границі об-

ласті, заданої R-функцією (𝐹(𝑥) = 0), мож-

на описати за допомогою псевдокоду [19] 

наступним чином: 

 

Алгоритм Процедура пошуку граничних 

вузлів геометричній області 
procedure FindBnPts(BoundaryPoints, Box, N) 

BnPts – шуканий вектор координат точок на гра-

ниці області 

𝐵𝑜𝑥 = (𝑋𝑚𝑖𝑛 , 𝑌𝑚𝑖𝑛 , 𝑍𝑚𝑖𝑛 , 𝑋𝑚𝑎𝑥 , 𝑌𝑚𝑎𝑥 , 𝑍𝑚𝑎𝑥) – ко-

ординати суперобласті (зони пошуку) 

𝑁 = (𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧) – кількість кроків вздовж осей 

координат 

begin 

𝐻𝑥 ← (𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛) 𝑁𝑥⁄   

𝐻𝑦 ← (𝑌𝑚𝑎𝑥 − 𝑌𝑚𝑖𝑛) 𝑁𝑦⁄   

𝐻𝑧 ← (𝑍𝑚𝑎𝑥 − 𝑍𝑚𝑖𝑛) 𝑁𝑧⁄   

while 𝑖 ∈ [0, 𝑁𝑥– 1] do 

𝑥0 ← 𝑋𝑚𝑖𝑛 + 𝑖 ∙ 𝐻𝑥   

𝑥1 ← 𝑋𝑚𝑖𝑛 + (𝑖 + 1) ∙ 𝐻𝑥  

while 𝑗 ∈ [0, 𝑁𝑦– 1] do 

𝑦0 ← 𝑌𝑚𝑖𝑛 + 𝑗 ∙ 𝐻𝑦  

𝑦1 ← 𝑌𝑚𝑖𝑛 + (𝑗 + 1) ∙ 𝐻𝑦   

while 𝑘 ∈ [0, 𝑁𝑘– 1] do 

begin 

𝑧0 ← 𝑍𝑚𝑖𝑛 + 𝑘 ∙ 𝐻𝑧   

𝑧1 ← 𝑍𝑚𝑖𝑛 + (𝑘 + 1) ∙ 𝐻𝑧  

if 𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≤ 0 and 

𝐹(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ≥ 0 then 

𝐹𝑖𝑛𝑑(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑥1, 𝑦1 , 𝑧1) → 

𝐵𝑛𝑃𝑡𝑠  

end while 

end procedure 

 

Тут під суперобластю зазвичай розумі-

ється деяка кубоїдна область, що задається 

користувачем, в середині якої завідомо зна-

ходиться вихідний геометричний об’єкт. 

Процедура 𝐹𝑖𝑛𝑑 реалізує пошук на відрізку 
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) – (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) координати точки, 

для якої R-функція, що описує вихідну гео-

метричну область, приймає нульове зна-

чення. 

Отриманий в результаті роботи вищена-

веденого алгоритму масив граничних точок 

потім використовується для візуалізації об-

ласті або у вигляді воксельного, або у ви-

гляді граничного подання. На рис. 1 наве-

дено отримане граничне подання геометри-

чній області «Атом», яку можна описати за 

допомогою R-функції такого вигляду: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∨ 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

де 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2; 

𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∨ 𝐹4(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎√𝑥2 + 𝑦2 −  

−(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − 𝑏; 

𝐹4(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹5(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∨ 𝐹6(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

𝐹5(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎√𝑥2 + 𝑧2 −  

−(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − 𝑏; 

𝐹6(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎√𝑦2 + 𝑧2 −  

−(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) − 𝑏; 

𝑅 = 9, 𝑎 = 10, 𝑏 = 24. 
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Рис. 1. Геометрична область «Атом» 

 

Візуалізація поверхні вихідної області 

за допомогою набору опорних точок, що на-

лежать її границі, отримана за допомогою 

алгоритму Marching Cubes [20]. Наведений 

вище послідовний алгоритм можна модифі-

кувати в паралельний, якщо передбачити 

розбиття суперобласті, що задається корис-

тувачем, на певну кількість окремих підоб-

ластей, число яких, наприклад, відповідає 

наявним в обчислювальній системі процесо-

рам, ядрам або потокам, що паралельно ви-

конуються, а результати їх роботи об’єднати 

в один результуючий масив граничних вуз-

лів. 

 

Запропонований паралельний алгоритм 

було реалізовано за допомогою Стандартної 

бібліотеки мови програмування С++ (С++11 

[21]). Обчислювальний експеримент прово-

дився на комп’ютері з процесором AMD 

Ryzen 7 2700X Eight-Core Processor з такто-

вою частотою 3.70 ГГц і об’ємом оператив-

ної пам’яті 32 Гбайт під управлінням опера-

ційної системи Windows 10. Для пошуку 

границі області будувалася сітка, що склада-

лася з 300 × 300 × 300 вузлів. Час роботи 

алгоритму при побудові зображення геоме-

тричної області «Атом» при різній кількості 

задіяних обчислювальних потоків наведено 

на рис. 2.

 

Рис. 2. Час виконання паралельного алгоритму візуалізації геометричної області «Атом»  

при різній кількості задіяних потоків на процесорі AMD Ryzen 

 

На рис. 3 наведено аналогічний графік, 

отриманий при використанні іншого 

комп’ютера з процесором Intel (R) Core 

(TM) i7-3630QM CPU @ 2.40 GHz і 16 ГБ 

пам’яті, що також працює під управління 

ОС Windows 10. 
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З наведених графіків видно, що час ро-

боти паралельного алгоритму логарифмічно 

зменшується із зростанням кількості вико-

ристаних потоків до того моменту, коли їх 

кількість не стане рівною кількості фізичних 

ядер процесора (AMD Ryzen – 8, Intel i7 – 4). 

Після чого швидкість роботи практично не 

змінюється. При практичній реалізації да-

ного алгоритму слід врахувати накладні ви-

трати операційної системи на переключення 

управління між потоками.

 

Рис. 3. Час роботи алгоритму на процесорі Intel i7 

 

3. Висновки 

Запропонований паралельний алгоритм 

візуалізації тривимірних геометричних об-

ластей, описаних за допомогою R-функцій, 

є простим і легким в практичній реалізації, а 

також характеризується високою швидкістю 

виконання. Отже, його застосування дозво-

ляє досліднику підвищити ефективність 

своєї роботи при геометричному моделю-

ванні об’єктів складної форми для подаль-

шої побудови їх дискретних представлень. 

Перспективи подальших досліджень 

пов’язані з адаптацією запропонованого ал-

горитму для застосування на мульти-

комп’ютерах.  
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