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У статті розглядається лінійне інтегральне рівняння Фредгольма 
ІІ  роду з невиродженим ядром. Наводиться огляд методів знаходження 
його наближених розв’язків. Вивчається випадок, коли за наближений 
розв’язок рівняння вибирається функція, що лінійно залежить від низки 
вільних параметрів. Оптимальні значення цих параметрів пропонується 
визначати з умови мінімуму відповідної норми інтегральної нев’язки, 
яка утворюється після підстановки вказаної функції в рівняння. У свою 
чергу, задача мінімізації норми нев’язки розглядається як оптимізаційна 
задача, і для її розв’язання використовується алгоритм диференціальної 
еволюції, призначений для пошуку глобального мінімуму (максимуму) 
функцій багатьох змінних. У цьому алгоритмі для популяції векторів, які 
представляють собою можливі розв’язки задачі мінімізації, моделюються 
базові процеси біологічної еволюції: схрещування, мутація та селекція, 
щоб сформувати наступну популяцію векторів, значення цільової 
функції (критерію мінімізації) яких будуть меншими, ніж у векторів 
попередньої популяції. Умовою закінчення алгоритму є досягнення 
заданого максимального числа популяцій. Координати вектора останньої 
популяції, який має найменше значення цільової функції, є оптимальними 
значеннями параметрів наближеного розв’язку. Алгоритм простий 
у програмній реалізації та застосуванні (містить мало параметрів 
налаштування), дозволяє використовувати різні норми інтегральної 
нев’язки (квадратичну, рівномірну, суму модулів значень нев’язки). Схема 
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запропонованого алгоритму модифікована порівняно зі стандартною і не містить операції схрещування. Це 
дозволило спростити алгоритм без шкоди для точності отриманих результатів. Як показав обчислювальний 
експеримент, для знаходження оптимальних значень параметрів цілком достатньо операцій мутації та 
селекції. Алгоритм імплементований у системі Matlab. Розглядаються приклади знаходження наближених 
розв’язків з використанням розробленого алгоритму, який можна розглядати як додатковий інструмент до 
відомих проекційних методів розв’язання рівнянь Фредгольма.
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Fredholm linear integral equation of the second kind with a nondegenerate 
kernel is considered in the paper. An overview of methods for finding its 
approximate solutions is given. We study a case when a function that linearly 
depends on a number of free parameters is chosen as the approximate 
solution of the equation. If we substitute the function into the equation, an 
integral residual is formed. It is proposed to determine optimal values of the 
parameters from minimum condition for a corresponding norm of the integral 
residual. We consider the problem of the residual norm minimization as an 
optimization problem and propose to use a differential evolution algorithm, 
which is designed to find a global minimum (maximum) of many variables 
functions. In this algorithm, basic processes of biological evolution – 
crossover, mutation and selection – are simulated for a population of vectors 
to form the next population of the vectors with smaller values of the objective 
function (minimization criterion).The vectors of these populations are the 
possible solutions of the minimization problem. If a given maximum number 
of the populations is reached, the evolutionary process in the algorithm ends. 
Coordinates of the vector of the last population, which has the smallest value 
of the objective function, are the optimal values of the parameters of the 
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approximate solution. The algorithm is simple in software implementation and application (it contains few settings 
parameters), it allows to use different norms of integral residual (quadratic, uniform, a sum of residual values 
modules). The scheme of the proposed algorithm is modified compared to the standard scheme and it does not 
contain the crossover operation. This allowed simplifying the algorithm without compromising the accuracy of 
obtained results. A computational experiment has shown that mutation and selection operations are sufficient to find 
the optimal values of the parameters. The algorithm is implemented in Matlab. Examples of finding the approximate 
solutions using the algorithm are given. The proposed algorithm can be considered as an additional tool to the 
known projection methods for solving Fredholm equations.

Вступ. Інтегральні рівняння Фредгольма вико-
ристовуються для опису різного роду крайових 
задач. У цьому сенсі вони еквівалентні звичайним 
диференціальним рівнянням із крайовими умо-
вами. У роботі розглядається лінійне інтегральне 
неоднорідне рівняння Фредгольма ІІ роду

y x K x s y s ds f x
a

b

( ) ( , ) ( ) ( )� ��� .           (1)

де f x( )  – задана функція, визначена на [ , ]a b ,  
ядро K x s( , )  – задана функція, визначена у ква-
драті Q x s a x b a s b( , ) { , }� � � � � , y x( )  – шукана 
функція (розв’язок рівняння) [1]. До таких інте-
гральних рівнянь приходять при математичному 
моделюванні, наприклад, в задачах визначення 
інтенсивності народження часток в атмосфері під 
впливом світлового потоку, оптимальної лінійної 
фільтрації за наявності білого шуму, в задачах про 
вимушені поперечні коливання струни та ін. [1; 2].

На практиці одним із найпоширеніших мето-
дів розв’язання рівняння (1) є метод заміни інте-
грала скінченною сумою з використанням тієї чи 
іншої квадратурної формули (прямокутників, тра-
пецій, Сімпсона тощо) [1; 3]. Значення y ym1, ,  
розв’язку у вузлах x xm1, , , які відповідають 
вибраній квадратурній формулі, знаходять із сис-
теми лінійних алгебраїчних рівнянь. По цих зна-
ченнях за допомогою інтерполяції отримують 
наближений розв’язок інтегрального рівняння (1) 
на усьому відрізку [ , ]a b .

Для розв’язання рівняння (1) використовують 
також метод заміни ядра на вироджене [1; 3; 4]. 
Порядок системи рівнянь, яку необхідно розв’я-
зувати у цьому методі, як правило, значно мен-
ший, ніж у методі квадратур. Для знаходження 
виродженого ядра, близького до заданого, вико-
ристовують розклад K x s( , )  у ряд Тейлора або в 
ряд Фур’є [3], найкращу апроксимацію K x s( , )  
білінійною комбінацією функцій однієї змінної 
[5–7] та ін.

Для розв’язання рівнянь Фредгольма ІІ роду 
застосовуються ітераційні методи, наприклад, 
послідовних наближень [1; 3], простої ітерації [1], 
Положія [1], гомотопічного збурення [8; 9], деком-
позиції Адоміана [9; 10] (деякі з них використову-
ються і у випадку нелінійних рівнянь).

Проекційні та варіаційні методи (моментів, 
колокації, найменших квадратів, Рітца тощо 

[1–5]) ґрунтуються на представленні наближеного 
розв’язку y xn ( )  рівняння (1) функцією певного 
вигляду

y x x c cn n( ) ( ; , , )� � 1  ,                  (2)
що залежить від параметрів c cn1, , . Невідомі 

ci  визначають таким чином, щоб мінімізувати 
деякий функціонал від інтегральної нев’язки, 
яка утворюється при підстановці функції y xn ( )  
замість y x( ) в рівняння (1). Як правило, це при-
водить до необхідності розв’язання системи алге-
браїчних рівнянь відносно невідомих c cn1, ,

. Проекційні методи можна застосовувати також 
для розв’язання нелінійних інтегральних рівнянь, 
але у цьому випадку система для знаходження ci  
буде нелінійною [3].

Як відомо, при розв’язанні крайових задач 
для диференціальних рівнянь також використо-
вується методи пошуку параметрів наближеного 
розв’язку шляхом мінімізації норми диферен-
ціальної нев’язки. У роботах [11; 12] було пока-
зано ефективність використання у таких випадках 
еволюційних алгоритмів, а саме диференціальної 
еволюції та генетичного алгоритму.

Мета роботи – адаптувати алгоритм диферен-
ціальної еволюції (ДЕ) для знаходження опти-
мальних значень параметрів наближених розв’яз-
ків інтегральних рівнянь Фредгольма ІІ роду.

Формулювання задачі. Розглядаємо задачу 
знаходження наближеного розв’язку y xn ( )  ліній-
ного інтегрального рівняння Фредгольма ІІ роду 
(1) з невиродженим ядром. Вибираємо y xn ( )  у 
вигляді функції (2), що лінійно залежить від віль-
них параметрів c cn1, ,

y x x c xn i i
i

n

( ) ( ) ( )� �
�
�� �0

1

,               (3)

де φ φ1, , n  – задані лінійно незалежні функ-
ції, які називаються координатними. Функцію 
φ 0 ( )x , зокрема, можна покласти � 0 ( ) ( )x f x�  або 
� 0 0( )x � . Після підстановки функції (3) в рів-
няння (1) і переносу усіх членів рівняння в один 
бік, отримуємо інтегральну нев’язку µ :

� � �( ; , , ) ( ) ( )x c c x c xn i i
i

n

1 0
1

 � �
�
� ,       (4)

де
� � � � �0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )x x K x s s ds f x

a

b

� � �� ,
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� � � � �i i i

a

b

x x K x s s ds( , ) ( ) ( , ) ( )� � � , i n=1, , .

Точний розв’язок перетворює нев’язку (4) 
в нуль. Слід зауважити, що при строгому роз-
гляді питання близькості наближеного і точного 
розв’язків за величиною нев’язки потрібно залу-
чення відповідних оцінок [13, 14]. 

Невідомі коефіцієнти c cn1, ,  будемо визна-
чати з умови

�( ; , , ) min
, ,

x c cn
c cn

1
1





� ,                 (5)

де ⋅  – деяка задана норма функції. На прак-
тиці найпопулярніші такі норми:

– квадратична
� �( ; , , ) ( ; , , )x c c x c cn k n

k

m

1 2

2
1

1

 �
�
� ,     (6)

– рівномірна (або чебишовська)
� �( ; , , ) max ( ; , , )

, ,
x c c x c cn C k m

k n1
1

1 



�
�

,    (7)

– сума модулів значень функції

� �( ; , , ) ( ; , , )x c c x c cn k n
k

m

1 1 1
1

 �
�
� ,      (8)

де x xm1, ,  – точки деякої сітки E a bm ⊂ [ , ] .
Якщо lim ( ) ( )

n
ny x y x

��
� , то взявши достатньо 

велику кількість параметрів n , можна знайти 
розв’язок y x( )  інтегрального рівняння (1) з будь-
якою наперед заданою точністю [4, с. 172].

При традиційному підході для кожної з перелі-
чених норм використовується свій метод пошуку 
оптимальних значень параметрів, на яких дося-
гається мінімум відповідної норми інтегральної 
нев’язки. Наприклад, у випадку норми (6) засто-
совується метод найменших квадратів (дискрет-
ний варіант) [3, 4], в якому прирівняють до нуля 
похідні функції (6) по c cn1, , . У випадку норми 
(7) використовують методи і програмні засоби 
найкращого рівномірного наближення функції 
узагальненим поліномом [15; 16].

У статті для знаходження оптимальних зна-
чень параметрів c cn1, ,  пропонується адапту-
вати алгоритм диференціальної еволюції (ДЕ) 
[17], який розроблено для пошуку глобального 
оптимуму недиференційовних, нелінійних, муль-
тимодальних функцій багатьох змінних. Алго-
ритм простий у програмній реалізації, дозволяє 
використовувати різні норми нев’язки [12; 18] і 
потребує обчислення лише значень цільової функ-
ції (критерію оптимізації), але не її похідних. 

Алгоритм. Алгоритм ДЕ входить у групу 
еволюційних алгоритмів, які моделюють базові 
процеси біологічної еволюції – схрещування, 
мутацію та селекцію. В алгоритмі ДЕ ево-
люційний процес починається зі створення 
початкової популяції векторів, які у закодова-
ному вигляді представляють собою можливі 

розв’язки задачі оптимізації [17]. До них послі-
довно застосовуються операції мутації, схре-
щування і селекції, щоб сформувати наступну 
популяцію векторів, значення цільової функції 
яких будуть кращими, ніж у векторів попере-
дньої популяції. Вказана послідовність повто-
рюється до тих пір, поки не виконається задана 
термінальна умова [17].

Схема алгоритму для розв’язання рівняння (1) 
модифікована порівняно з описаною вище стан-
дартною схемою ДЕ і не містить операції схрещу-
вання. Як показано в [12], для створення потріб-
ного різноманіття векторів популяції можна 
обмежитися операцією мутації, оскільки вплив 
схрещування на еволюцію при розв’язанні подіб-
ної задачі вкрай незначний.

Нижче наводиться покрокова схема алгоритму 
ДЕ для знаходження оптимальних значень пара-
метрів наближеного розв’язку рівняння (1).

1. Генерується початкова популяція базових 
векторів V v vi i in= ( , , )1  , i N=1, , , де N – роз-
мір популяції. Координати v vi in1, ,  вектора Vi  – 
випадкові дійсні числа з відрізку [ , ]−1 1  (у наступ-
них популяціях значення координат можуть 
виходити далеко за межі вказаного проміжку).

2. Для кожного базового вектора V v vi i in= ( , , )1   
обчислюються значення цільової функції F Vi( ) :

F V x v vi i in( ) ( ; , , )� � 1  , i N=1, , .        (9)
Для цього відрізок [ , ]a b  замінюється сіткою 

E x xm m�� �1, ,  з m точок, і на цій сітці в залежно-
сті від вибраної норми наближення – квадратич-
ної, рівномірної або суми модулів значень функ-
ції – обчислюється норма µ  за формулами (6), (7) 
або (8) відповідно.

3. Для базового вектора Vi  створюється мутант-
ний вектор 



Vi :


V V Fm V Vi r r r� � � �
1 2 3

( ) , i N=1, , ,
де Fm∈ ( , ]0 2  – заданий коефіцієнт мутації, r1 ,  

r2 , r3  – випадкові цілі числа з проміжку [ , ]1 N ,  
r r r i1 2 3≠ ≠ ≠ , і за формулою (9) обчислюється 
F Vi( )


.
4. За допомогою селекції здійснюється фор-

мування наступної популяції векторів. Якщо 
F V F Vi i( ) ( )


< , то в наступну популяцію включа-
ється вектор 



Vi , у протилежному випадку – базо-
вий вектор Vi .

5. Якщо кількість популяцій не перевищує 
задане максимальне число популяцій Gen, то 
здійснюється перехід на п. 3. У протилежному 
випадку – в популяції з номером Gen визнача-
ється вектор V * , який має найменше значення 
цільової функції F V F V

i
i( ) min ( )* = , і алгоритм 

завершується. Координати вектора V *  представ-
ляють собою оптимальні значення с сn1

* *, ,  кое-
фіцієнтів наближеного розв’язку (3) інтеграль-
ного рівняння (1).
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Розмір популяції N, коефіцієнт мутації Fm і 
максимальне число популяцій Gen є параметрами 
налаштування запропонованого алгоритму ДЕ. 
При розв’язанні задачі (5) рекомендується виби-
рати N і Fm у таких діапазонах: 5 10n N n≤ ≤ ,  
0 4 0 6, ,≤ ≤Fm . Вибір параметра Gen залежить 
від числа невідомих коефіцієнтів n . З ростом n  
доцільно збільшувати і значення параметра Gen 
(див. далі приклади 1 і 2).

Аналіз результатів обчислювального експе-
рименту. Запропонований алгоритм ДЕ реалізо-
вано засобами системи комп’ютерної математики 
Matlab, і проведено обчислювальний експеримент 
по розв’язанню низки тестових рівнянь Фред-
гольма ІІ роду. Далі наведено приклади розв’я-
зання інтегральних рівнянь за алгоритмом ДЕ та 
порівняння отриманих наближених розв’язків з 
відомими точними розв’язками. 

Приклад 1. Розв’язується інтегральне рів-
няння [4]

y x
s y s

x s
ds x arctg

x
( )

( )
�

�
��

2

2 2
0

1 1 .          (10)

Його наближений розв’язок шукаємо у вигляді
y x c c x2 1 2( ) � � .

У цьому випадку інтегральна нев’язка має 
вигляд

�( ; , )

ln

x c c c x arctg
x

c x
x

x
x ar

1 2 1

2

2

2

1

1

2 2
1

1

� � �

� � � ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �� cctg

x

1
.

За алгоритмом ДЕ з параметрами N = 20 , 
Fm = 0 5,  і Gen = 30  знайдено такі оптимальні зна-
чення коефіцієнтів і цільової функції для випадку 
рівномірної норми (7) на рівномірній сітці E101 :

c1 1* � � , c2 1* � � , F V x c c
C

( ) ( ; , )* * *� ��
1 2

0 .

Отже, шуканим розв’язком рівняння (10) є 
функція y x2 1( ) � � . Рівність цільової функції 
нулю свідчить про те, що знайдений розв’язок 
y x2 ( )  є точним (це також легко перевірити, під-

ставивши його у рівняння).

Приклад 2. Розв’язується інтегральне рів-
няння [1]

y x xs x y s ds( ) ( ) ( )� � �
�
� 2

1

1

1 .             (11)

Наближений розв’язок рівняння (11) шукаємо 
у вигляді 

y x c c x c
x

3 1 2 3

23 1

2
( ) � � �

� ,           (12)

де за координатні функції взято поліноми 
Лежандра. При підстановці функції (12) у рів-
няння (11) маємо інтегральну нев’язку

�( ; , , ) ( )x c c c c x c
x
c
x

1 2 3 1
2

2 3

2

1 2
3

3 1

2
1� � � �

�
� .

За алгоритмом ДЕ з налаштуваннями N = 30 ,  
Fm = 0 6,  і Gen = 60  на рівномірній сітці E201  
отримано такі результати:

c1 3* = , c2 0* = , c3 4* = ,
 F V x с с с( ) ( ; , , )* * * *� �� 1 2 3 2

0 .
Таким чином, наближеним розв’язком рів-

няння (11) є y x x3
21 6( ) � � . Легко перевірити, що 

це точний розв’язок рівняння (11).
Висновки. У статті для знаходження оптималь-

них значень параметрів наближених розв’язків 
лінійних інтегральних рівнянь Фредгольма ІІ роду 
адаптовано алгоритм ДЕ. Він простий у про-
грамній реалізації та застосуванні (містить мало 
параметрів налаштування), дозволяє використо-
вувати різні норми інтегральної нев’язки і потре-
бує обчислення лише значень цільової функції, 
але не її похідних. Схема алгоритму модифікована 
порівняно зі стандартною і не містить операції 
схрещування. Це дозволило спростити алгоритм 
без шкоди для точності. Як показали результати 
обчислювального експерименту на тестових при-
кладах, для знаходження оптимальних значень 
параметрів шуканих наближених розв’язків ціл-
ком достатньо операцій мутації та селекції. Запро-
понований алгоритм можна розглядати як додат-
ковий інструмент до відомих проекційних методів 
розв’язання інтегральних рівнянь Фредгольма 
ІІ роду. У подальшому планується поширити під-
хід із використанням ДЕ на нелінійний випадок.
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