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У статті представлено новий підхід до розв’язання квазістатичної 
просторової контактної задачі про фрикційну взаємодію жорсткого 
циліндричного штампа із плоскою основою та пружного півпростору, за 
умови послідовної дії на штамп монотонно зростаючих нормального та 
дотичного навантажень. Для врахування тертя ми використовували закон 
Кулона в класичній неспрощеній формі. Зони зчеплення і проковзування 
вважали заздалегідь невідомими і такими, що потрібно знайти. Процес 
навантажування моделювався скінченним числом станів рівноваги – 
кроків навантажування. Контактну задачу зведено до послідовного 
розв’язання однотипних систем нелінійних граничних інтегральних 
рівнянь на кожному кроці дискретного процесу навантажування. 
Отримані інтегральні рівняння характеризуються тим, що їхній вигляд не 
залежить від конфігурації зон зчеплення і проковзування. Для складання 
таких рівнянь необхідно лише вказати канонічну обмежену плоску 
область, яка містить у собі невідомі ділянки контакту на усіх етапах 
процесу навантажування тіл. Для отримання наближених розв’язків цих 
систем виконано їх дискретизацію. Побудовано збіжні ітераційні процеси 
для числового розв’язання отриманих в результаті цієї дискретизації 
систем нелінійних скалярних рівнянь. За допомогою числових 
розрахунків, виконаних при різних значеннях дотичного переміщення 
штампа, дослідили процес зміни розподілів діючих на його основу 
питомих контактних зусиль. Також досліджено відносні переміщення 
контактуючих поверхонь та еволюцію форм і розмірів зон зчеплення і 
проковзування при поступовому збільшенні дотичного навантажування. 
Встановили, що з появою дотичної сили зона зчеплення втрачає симетрію 
і зміщується до переднього, відносно напрямку руху, краю штампа. 
При збільшенні зовнішнього дотичного зусилля площа зони зчеплення 
зменшується і стає нульовою за умови початку повного проковзування 
штампа по поверхні півпростору. Найбільші значення питомих дотичних 
контактних зусиль та відносних переміщень контактуючих поверхонь 
досягаються біля заднього, відносно напрямку руху, краю штампа.
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The article presents a new approach to solving the quasi-static spatial contact 
problem of interaction with friction between a rigid cylindrical punch with 
a flat base and an elastic half-space when monotonically increasing normal 
and tangential loads act on the punch sequentially. To account for friction, 
we used Coulomb’s law in the classical form. We considered the stick and 
slip zones to be unknown in advance, which must be obtained. We simulated 
the loading process with a finite number of equilibrium states – loading steps. 
The contact problem is reduced to the sequential solution of similar systems 
of nonlinear boundary integral equations at each step of the discrete loading 
process. The resulting integral equations are characterized by the fact that their 
form does not depend on the configurations of the stick and slip zones. To 
compose such equations, it is only necessary to specify a canonical bounded 
flat region, which includes unknown areas of adhesion and slippage at all 
stages of loading the bodies. To obtain approximate solutions of these systems, 
they are discretized. Converging iterative processes are constructed for the 
numerical solution of the systems of nonlinear scalar equations obtained as 
a result of this discretization. Using numerical calculations performed for 
various values of the tangential displacement of the punch, we investigated 
the process of changing the distributions of contact tractions acting on its base. 
We also investigated the relative displacements of the contact surfaces and 
the evolution of the shapes and sizes of the stick and slip zones when the 
shear load gradually increases. We found that the stick zone loses symmetry 
and shifts towards the front (in the direction of the movement) edge of the 
punch when the tangential force begins to act. With an increase in the external 
tangential force, the area of the stick zone decreases and becomes zero when 
the punch begins to slide along the boundary of the elastic half-space. The 
maximum values of tangential contact stresses and relative displacements of 
the contact surfaces are achieved at the back edge of the punch.

Key words: contact problem, 
flat punch, tangential loading, 
partial slip, quasi-static 
problem, integral equation, 
numerical solution.

Вступ. Задача про контактну взаємодію пруж-
них тіл є важливою задачею сучасної механіки і 
має широке технічне застосування в машинобу-
дуванні, будівельній механіці та інших галузях. 
Актуальність цієї задачі зумовлена питаннями міц-
ності і зносостійкості різних механічних систем і 
конструкцій. Одним із факторів, що впливає на 
напруження у взаємодіючих елементах таких сис-
тем, є тертя між контактуючими поверхнями цих 
елементів. При розв’язанні таких задач поверхня 
контакту і виникаючі на ній зони зчеплення і про-
ковзування заздалегідь невідомі і можуть мати 
складну непрогнозовану форму. Ці обставини 
істотно обмежують можливості аналітичних мето-
дів і спонукають використовувати числові.

Аналіз стану проблеми. Дослідження част-
кового проковзування з тертям були розпочаті в 
роботах [1; 2] і активно тривають по теперіш-
ній час. Огляди таких досліджень наведено в 
численних статтях [3–7] і книгах [8–13]. Осо-
блива увага приділялась вивченню контактних 
задач для жорстких штампів з плоскою осно-
вою. Уперше контактна задача про вдавлю-
вання прямокутного штампа в пружну півпло-
щину при невідомій межі областей зчеплення 
і проковзування сформульована Л.О. Галіним 
[14]. Оскільки Галіну не вдалося знайти точний 
розв’язок, ця задача та її аналоги розглядалися 
багатьма дослідниками. Огляд деяких аналітич-
них підходів до розв’язання задачі Галіна наве-
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дено в роботі [15]. Осесиметричний випадок 
контакту за умови повного зчеплення вивчений в 
роботах [16–19]. Нормальний контакт кругового 
штампа з пружним півпростором при наявності 
зчеплення і проковзування при монотонному і 
немонотонному навантажуваннях досліджено в 
роботах [13; 20–24]. Для випадку коли на штамп 
крім нормальної сили діє зсувна, за умови пов-
ного проковзування, В. І. Моссаковським в 
роботі [19] отримано наближений аналітичний 
розв’язок. Дотичний контакт плоского штампу і 
пружного півпростору за наявності зчеплення і 
проковзування вивчено мало.

Мета і завдання дослідження. Метою статті 
є дослідження часткового проковзування з тер-
тям між контактуючими поверхнями пружного 
півпростору і жорсткого циліндричного штампа з 
плоскою основою, що виникає в результаті послі-
довно діючих на штам нормального і дотичного 
навантажень. Для реалізації цієї мети необхідно 
знайти розподіли питомих контактних зусиль, 
відносні переміщення контактуючих поверхонь, 
конфігурації областей зчеплення і проковзування 
та проаналізувати еволюцію цих характеристик 
контакту в процесі зростання дотичного наванта-
жування штампа.

Виклад основного матеріалу.
1. Система інтегральних рівнянь контак-

тної задачі
Розглянемо квазістатичну просторову контак-

тну задачі про взаємодію двох лінійно-пружних тіл 
при наявності кулонівського тертя [3] між ними. 
У разі, коли одне з тіл є абсолютно жорстким, 
вважатимемо його умовно пружним з нескінчен-
ним модулем Юнга. Вважатимемо також, що тіла 
допускають апроксимацію пружними півпросто-
рами. Розглядатимемо процес навантажування як 
скінченне число l  послідовних станів рівноваги 
(кроків навантажування). Як показано в роботі 
[25], на кожному i -му кроці навантажування 
задача зводиться до розв’язання системи неліній-
них інтегральних рівнянь такого вигляду:
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де i l=1, ; Ω  – обмежена плоска область, яка 
містить невідому ділянку контакту і розташована 
у загальній для тіл дотичній площині Π ; s  – 
довільна точка області Ω ; p s p s p si i i1 2 3� � � � � �, ,  – 
невідомі функції, що задають розподіли в області 
Ω  нормальної і дотичних компонент пито-
мого контактного навантаження на i -му кроці; 
� � �1 2 3i i is s s� � � � � �, ,� �  – задані функції, що визна-
чають умови навантажування тіл; �0 s� �  – функ-
ція, що задає початковий зазор між тілами; E – 
довільне додатне число; � � 0  – коефіцієнт тертя.

Оператори впливу поверхневих напружень на 
поверхневі пружні переміщення Akj , що входять 
в (1), задають співвідношеннями

A x K s s x s ds k jkj s kj� � � � � � � � �� �� � ��
�

, , , , .� 1 3       (2)

Ядра цих операторів K s skj , �� �  визначають з 
розв’язків Буссінеска-Черруті [8].

Функції  � �2 2i is s� � � �, � , що входять в (1), визна-
чають з наступних співвідношень [25]:
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Функції h  і q , що входять в (1), мають такий 
вигляд:
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Знаходження аналітичного розв’язку сис-
теми (1) є складним, тому для розв’язання цієї 
системи доцільно застосовувати числові методи, 
засновані на дискретизації інтегральних рівнянь 
з подальшим застосуванням ітераційних методів.

2. Метод числового розв’язання системи (1)
Задамо область Ω  у вигляді відкритого ква-

драта зі сторонами, паралельними осям декар-
тової системи координат xOy , яку введено на 
площині Π . Розіб’ємо цю область на n2  ква-
дратних рівних областей ω ω ω1 2 2

n n

n

n, ,..., , орієнтова-
них подібно Ω . Вважаючи, що невідомі функції 
p s p s p si i i1 2 3� � � � � �, ,  приймають на кожному гра-

ничному елементі ωk
n  сталі значення x k i3 2− � , x k i3 1− � , 

x k i3 � , зведемо знаходження наближеного розв’язку 
системи (1) до розв’язання на кожному i -му кроці 
навантажування системи 3 2n  нелінійних скаляр-
них рівнянь:
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У системі (7) числові параметри akj  є елемен-
тами матриці податливості взаємодіючих тіл, а 
bk i�  визначають умови навантаження взаємодію-
чих тіл на i -му кроці навантажування [25; 26].

Наближений розв’язок системи (7) при кож-
ному фіксованому i  шукатимемо за допомогою 
методу простої ітерації, використовуючи наступ-
ний ітераційний процес:
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У роботі [27], за допомогою принципу стиска-
ючих відображень, доведено, що ітераційний про-
цес (8) збігається на кожному i -му кроці наван-
тажування при будь-якому виборі початкового 
наближення x x x Ri i n i
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. При послідовному розв’язанні 

серії систем (7) за допомогою ітераційного про-
цесу (8) обиратимемо наближений розв’язок сис-
теми (7), отриманий на i �� �1 -му кроці наванта-
жування, за початкове наближення на i -му кроці.  
При i =1  будемо вважати вектор початкового 
наближення нульовим.

3. Числові результати
Запропонований підхід застосували до розв’я-

зання контактної задачі про взаємодію жорсткого 
циліндричного штампа з плоскою круговою основою 
і пружного півпростору при послідовній дії на штамп 
нормального і дотичного навантажень. Для розрахун-
ків використовували такі вихідні дані: радіус основи 
штампа R = 0 005, � м; для пружного півпростору 
обрали коефіцієнт Пуассона � � 0 3,  і модуль Юнга 
E = 210000 � МПа; коефіцієнт тертя � �0,25.

Декартова система координат Oxyz  вводилась 
так, щоб пружний півпростір визначався нерів-
ністю z ≤ 0 , а початок координат співпадав з 
центром основи штампа, яка в ненавантаженому 
стані належить площині z = 0  (рис. 1).

 
 

 

Рис. 1. Схема контакту
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повідно:
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�3 0 1 2i i l� � �, � .
Тут ∆ z  і ∆ x  – максимальні значення абсолют-

них величин кінцевих зсувів штампа в напрямах 
осей Oz  і Ox . Така історія навантажування від-
повідає початковому монотонному вдавлюванню 
штампа в півпростір на величину заглиблення ∆ z  
з подальшим його поступово зростаючим дотич-
ним зсувом на ∆ x � при фіксованому значенні ∆ z .

Для числових розрахунків використовували 
поверхневу сітку з 81 81 6561� �� �  квадратних гра-
ничних елементів. Значення l  в процесі наванта-
жування (9) обирали рівним 20. Нижче наведені 
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результати, отримані на кожному з двох етапів 
навантаження.

3.1. Нормальне навантажування. Для абсо-
лютної величини нормального зміщення штампа 
∆ z  обирали значення 4 10 5� � м . На рис. 2 подано 
отримані на останньому кроці першого етапу 
навантажування ( i l=  в формулах (9)) розподіли 
нормальних і дотичних контактних зусиль, що 
діють на основу штампа уздовж осі Ox .

 

Рис. 2. Розподіли питомих контактних зусиль

Тут x x R= /  – безрозмірна координата; 

p
R

P
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за відсутності тертя. Значення абсолютної вели-
чини нормальної сили P p s ds� � ��

�

, що відпові-

дає переміщенню штампа ∆z , склало приблизно 
94кН . Отримали відносний розмір зони зче-
плення R R1 0 8196/ ,≈ � , нормалізовану осадку 
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�

�
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3.2. Дотичне навантажування. Для дослі-
дження зміни параметрів контакту, за монотонного 
зростання дотичного навантаження при сталому 
значенні безрозмірного нормального зміщення 
штампа � �z z R� �/ ,0 008 , дотичному зміщенню 
� �x x R� /  надавали послідовно зростаючі зна-
чення в діапазоні від 0  до 0 008, . На рис. 3 подано 
залежності від ∆ x  безрозмірних нормальної сили 
P P ER* /� � �2 �  та дотичної Q Q ER* /� � �2 .

Розподіли діючих на штамп уздовж осі Ox  

питомих дотичних зусиль q
R

P
p xx l� � � �� �

2

2 2 0,  

Рис. 3. Залежність нормальної і дотичної сил 
від дотичного зсуву

Рис. 4. Розподіли питомих дотичних 
контактних зусиль

Рис. 5. Залежність відносних дотичних 
переміщень контактуючих поверхонь 

від координати
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за різних значень дотичного зсуву ∆ x  від 0  до 
0 0036,  подано на рис. 4.

На рис. 5 подано відповідні залежності від-
носних дотичних переміщень контактуючих 
поверхонь u u Rx x= /  від координати x . Тут ux  – 
переміщення точок поверхні півпростору, розта-
шованих на осі Ox , відносно протилежних точок 
основи штампа.

Конфігурації зон зчеплення та проковзування, 
що відповідають різним значенням ∆ x , подано на 
рис. 6. Тут темно-сірим кольором зображено зону 
зчеплення, світло-сірим – зону проковзування.

Обговорення результатів. Аналіз отриманих 
результатів показує, що при нормальному наван-
таженні штампа (за рахунок його переміщення 
� z � 0 008, ) в області контакту утворюється цен-
тральна кругова область зчеплення і прилегла до 
краю кільцева зона проковзування. Отримані роз-
поділи нормальних і дотичних контактних зусиль 
(рис. 2), а також відносний радіус зони зчеплення 
і осадка штампа добре узгоджуються з аналітич-
ним розв’язком осесиметричного аналога задачі 
Галіна [13; 22]. Відносна помилка порівнюваних 
значень не перевищує 2%.

Рис. 6. Конфігурації зон зчеплення та проковзування  
при різних значеннях дотичного переміщення штампа ∆ x

  
а) ∆̅𝑥𝑥= 0 б) ∆̅𝑥𝑥= 0,0008 

  
в) ∆̅𝑥𝑥= 0,0016 г) ∆̅𝑥𝑥= 0,0024 

  
д) ∆̅𝑥𝑥= 0,0032 е) ∆̅𝑥𝑥= 0,0036 
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За умови, коли при фіксованому значенні ∆ z  
на штамп починає діяти монотонно зростаюча 
дотична сила, що спричиняє його переміщення ∆ x  
(в напрямку, протилежному додатному напрямку 
осі �Ox ), зона зчеплення втрачає центральну симе-
трію, її «ліва» межа відразу ж охоплює область, 
прилеглу до краю основи штампа, а «права» змі-
щується в напрямку переміщення штампа (рис. 6). 
Як видно з рис. 3, зі збільшенням значення ∆ x  
дотична сила Q*  зростає за нелінійним законом, 
при цьому нормальна сила P*  близька до сталої 
(спостерігається несуттєве зменшення сили P* , 
приблизно на 2% від її максимального значення 
при � x � 0 ). При � x � 0 0036,  графіки P*  і Q*  
починають асимптотично зближуватись, що від-
повідає початку повного проковзування штампа 
по поверхні півпростору (рис. 6 е). При � x � 0 006,  
відношення Q P* */  дорівнює приблизно 0 0248, , 
що не більше ніж на 1% відхиляється від заданого 
коефіцієнта тертя � �0,25. Цей результат підтвер-
джується також аналізом графіків дотичних кон-
тактних зусиль і відносних дотичних переміщень 
контактуючих поверхонь (суцільні лінії на рис. 4, 
5). Дотичні контактні зусилля в цьому випадку 
прямо пропорційні контактним тискам, а відносні 
переміщення відмінні від їх значень, досягнутих 
на нормальному етапі, та досягають максималь-
них значень біля правого краю основи штампа.

Висновки. Методом нелінійних крайових інте-
гральних рівнянь отримано наближений розв’язок 
квазістатичної контактної задачі про фрикційну 
взаємодію жорсткого циліндричного штампа з 
плоскою основою та пружного півпростору, за 
умови послідовної дії на штамп монотонно зро-
стаючих нормального та дотичного навантажень.

За допомогою числових розрахунків при різ-
них значеннях дотичного переміщення штампа 
досліджено процес зміни розподілів діючих на 
його основу питомих контактних зусиль, відно-
сних переміщень контактуючих поверхонь, форм 
і розмірів зон зчеплення і проковзування при 
поступовому збільшенні дотичного навантажу-
вання. Встановлено, що з початком дії дотичної 
сили зона зчеплення, що утворилась на нормаль-
ному етапі навантажування, втрачає центральну 
симетрію і зміщується до переднього, відносно 
напрямку руху, краю штампа. При монотонному 
зростанні зовнішнього дотичного зусилля площа 
зони зчеплення зменшується і стає нульовою за 
умови початку повного проковзування штампа по 
поверхні півпростору. Відносні переміщення кон-
тактуючих поверхонь при цьому зростають при 
наближенні до заднього, відносно напрямку руху, 
краю штампа, біля якого вони приймають макси-
мальні значення. Порівняння отриманих результа-
тів з відомими свідчить про їх коректність.
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