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Стаття присвячена використанню ймовірнісних моделей у неймовірнісних 
задачах. Нові приклади, що наведені в роботі, допоможуть збільшити 
кількість прихильників рандомізації в математичному моделюванні. 
Розглядаються задачі відновлення фінітних функцій (функції-«кришки», 
функції Ерміта), які дуже поширені в методі скінченних елементів 
(МСЕ). Функція-«кришка» – це інша назва барицентричної координати, 
запропонованої Мьобіусом. На відміну від інтерполяції за Лагранжем, 
інтерполяція за Ермітом передбачає наявність у вершинах контрольного 
інтервалу інформації про функцію та її похідну. Зростаючі поліноми 
Ерміта на канонічних інтервалах [0; 1] і [-1; 1] розглядаються як функції 
розподілу ймовірностей. Порівнюються два методи побудови поліномів 
Ерміта: традиційний (матричний) і нетрадиційний (ймовірнісний). 
Показано, що щільність і середнє квадратичне відхилення закону 
розподілу ймовірностей Ерміта мають тісний зв’язок із формулами 
наближеного інтегрування (квадратурами) підвищеної точності: Гаусса-
Бернуллі (два вузли на [0; 1]), Гаусса-Лежандра (два вузли на [-1; 1]), 
Гаусса-Лобатто (для чотирьох вузлів). Ці результати свідчать про 
наявність «зворотного руху» ідей і методів із теорії ймовірностей в 
інші математичні науки. На гостру необхідність «зворотного руху» 
неодноразово звертав увагу видатний український науковець, фахівець з 
теорії ймовірностей і випадкових процесів академік А.В. Скороход. Дуже 
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The article is devoted to the use of probabilistic models in improbabilistic 
problems. The new examples presented in the paper will help to increase the 
number of supporters of randomization in mathematical modeling. Problems of 
restoration of finite functions (“lids”-functions, Hermite functions), which are 
widespread in a method of finite elements (MFE) are considered in the work. 
The “lid”-function is another name for the barycentric coordinate proposed by 
Möbius. In contrast to Lagrange interpolation, Hermite interpolation provides 
for the presence of information about a function and its derivative at the apexes 
of the control interval. Increasing Hermite polynomials at canonical intervals 
[0; 1] and [-1; 1] are considered as functions of probability distribution. Two 
methods of constructing Hermite polynomials are compared: traditional 
(matrix) and non-traditional (probabilistic). It is shown that the density and 
average quadratic deviation of the Hermite probability distribution law are 
closely related to the formulas of approximate integration (quadratures) of 
enhanced accuracy: Gauss-Bernoulli (two nodes on [0; 1]), Gauss-Legendre 
(two nodes on [- 1; 1]), Gauss-Lobatto (for four nodes). These results indicate 
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важливо, щоб «зворотний рух» підтримували усі математики, як «ймовірнісники», так і «неймовірнісники» 
(термін А.В. Скорохода).
Отримані результати вже не вперше переконують, що геометрична ймовірність – це простий, наочний і дуже 
ефективний метод математичного моделювання. Не дивно, що сучасні інформаційні технології починаються 
з когнітивних моделей прикладної геометрії. Такі моделі, як правило, математично обґрунтовані і фізично 
адекватні. 
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the presence of a “reverse movement” of ideas and methods from probability theory to other mathematical 
sciences. A prominent Ukrainian scientist, a specialist in probability theory and random processes, the academician 
A.V. Skorokhod has repeatedly drawn attention to the urgent need for “reverse movement”. It is very important 
that the “reverse movement” was supported by all mathematicians, both “probabilists” and “non-probabilists” 
(A.V. Skorokhod’s term).
It is not the first time that the obtained results convince that geometric probability is a simple, clear and very effective 
method of mathematical modeling. Not surprisingly modern information technologies begin with cognitive models 
of applied geometry. Such models are usually mathematically sound and physically adequate.

Вступ. Математична теорія ймовірностей вже 
з часів Пуассона, Лапласа і Гаусса використовує 
складний математичний апарат. Нині в публіка-
ціях «ймовірнісників» трапляється практично 
увесь класичний математичний аналіз, включа-
ючи теорію рівнянь з частинними похідними, 
а також апарат теорії міри та функціонального 
аналізу. Незважаючи на це, теорія ймовірностей 
довгий час не вважалася математичною наукою. 
Поступове визнання теорії ймовірностей як 
математичної науки почалося у 1933 році, коли 
А.М.  Колмогоров опублікував у видавництві 
Шпрингера німецькою мовою статтю «Основні 
поняття теорії ймовірностей» з аксіоматичною 
побудовою цієї теорії.

Специфічність проблеми полягає в тому, що 
теорія ймовірностей виступає стосовно всієї 
іншої математики як споживач. А.В.  Скороход 
звертає увагу науковців на відсутність зворот-
ного руху плідних ідей і нових методів. У нашій 
роботі використовується ймовірнісна інтерпрета-
ція задач відновлення фінітних функцій, які дуже 
поширені в методі скінченних елементів (МСЕ). 
Базисні лінійні і кубічні поліноми розглядаються 
як закони розподілу ймовірностей. Це допомагає 
зрозуміти, що зворотний рух (на жаль, повільний) 
насправді існує, але інколи він проявляється най-
несподіванішим чином.

Огляд літератури. Ретроспективний аналіз 
варто почати зі статті А.В. Скорохода, яка була 
опублікована у 1977 р. у журналі «У світі мате-
матики» [1]. Саме у цій роботі автор називає 
причини, які поділяють математиків на «ймовір-
нісників» і «неймовірнісників». Наполегливо та 
емоційно він пропонує ліквідувати напівнепро-
никну плівку, яка стримує зворотний рух ідей і 
методів.

На думку А.В.  Скорохода, ця плівка знахо-
диться у свідомості математиків, які не знайомі 
навіть з азами теорії ймовірностей. Безумовно, 
ця стаття викликала певний резонанс. Невипад-
ково професор математики Каліфорнійського 
університету (США) М. Шилінг надіслав свою 
статтю саме до редколегії журналу «У світі мате-
матики». Ця публікація у перекладі українською 
мовою вийшла у 2000 р. [2]. М. Шилінг підібрав 
приклади, які здатні якось заспокоїти прихиль-

ників А.В.  Скорохода і запевнити читачів, що 
зворотний рух відбувається. Нам також подоба-
ється ця тематика, ми слідкуємо за станом справ 
з 1982 р. [3]. Наші пошуки нових прикладів три-
вають [4; 5]. Тепер ми розглядаємо з ймовірніс-
ної точки зору фінітні функції обчислювальної 
математики: функцію-«кришку», з якої почався 
розвиток МСЕ [6–8], і поліноми Ерміта, які 
успішно моделюють деформації згину пружних 
балок [9–11]. Варто відзначити, що ймовірність 
дає можливість не тільки знайти нову інтер-
претацію поліномів, але і запропонувати новий 
(ймовірнісний) метод побудови цих поліномів 
(як за Лагранжем, так і за Ермітом). Розгляда-
ючи поліноми як закони розподілу ймовірності 
випадкових величин і визначаючи числові харак-
теристики цих законів, ми встановлюємо зв’я-
зок ймовірності з квадратурами Гаусса. Корисно 
познайомитись з книгою [12], в якій є необхідна 
інформація і про поліноми Ерміта і про квадра-
тури Гаусса. На жаль, деякі автори користуються 
поліномами Ерміта (які відомі вже 150 років), не 
посилаючись на Ерміта. Неприємно вражають 
автори [6; 8] – співвітчизники видатного фран-
цузького математика Ерміта. У роботі [8] полі-
ном Ерміта називають поліномом Кунса. Це не 
зовсім правильно: заслуга Кунса у поширенні 
поліномів Ерміта на 2D-апроксимації (метод 
Кунса, 1966 р.).

Мета дослідження – за допомогою геоме-
тричної ймовірності сконструювати функці-
ю-«кришку» (кусково-лінійний поліном) і функ-
цію Ерміта (кусково-кубічний поліном); показати, 
що на канонічних інтервалах [0; 1] і [-1; 1] зро-
стаючі поліноми мають всі властивості інтеграль-
ної функції розподілу ймовірностей; знайти ймо-
вірнісний зміст та ймовірнісний розв’язок задачі 
про розташування вузлів на обчислювальних 
шаблонах квадратур Гаусса (за версіями Бернуллі, 
Лежандра, Лобатто).

Виклад основного матеріалу дослідження.
1.	Ймовірність та кусково-лінійні базисні 

функції в задачах інтерполяції.
Нехай функція y f x� � �  визначена на a b,� � .  

Введемо на a b,� �  сітку a x x x bn� � � � �0 1 ...  і 
поставимо у відповідність кожному вузлу і функ-
цію �i x� �  (рис. 1).
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Рис. 1. Кусково-лінійні базисні функції
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У теорії інтерполяції функції-«кришки» відомі 
давно, але нова хвиля інтересу до них пов’язана із 
методом скінченних елементів [6–8]. Читачі, зна-
йомі з цим методом, впізнають (рис. 1) одновимір-
ний аналог функції Куранта (1943 р.).

Інтерполяційний поліном має вигляд:

y x fi
i

n

i� � � �
�
��

0

,

де fi −  вузлові значення функції.
Головна перевага кусково-лінійної інтерпо-

ляції в тому, що зростаюча кількість вузлів не 
викликає небажаних осциляцій.

Ми шукаємо в кусково-лінійних функціях ймо-
вірність. Звертаємо увагу, що всі функції (рис. 1) 
змінюються від 0 до 1. Кожна «кришка» накриває 
два одновимірні симплекси, або один, якщо це 
«напівкришка». Кожний симплекс має дві вер-
шини і дві барицентричні координати. Термін 
«барицентричні» запропонував Мьобіус (1827 р.). 
Функція-«кришка» – це інша назва барицентрич-
ної координати. Формули (1) здійснюють зв’язок 
декартової координати точки х з барицентрич-
ними координатами цієї точки у відповідному 
симплексі. Таким чином, �i x� �  – це ймовірність 
випадкового попадання у відрізок симплекса від 
точки х до протилежної вершини симплекса ( xi−1  
або xi+1  ). З точки зору теорії ймовірностей досить 
лишити тільки зростаючі «напівкришки», а у фор-

мулах (1) замінити 0 на 1 на правому кінці відпо-
відного симплекса. Саме так виглядає інтегральна 
форма (закон) рівномірного розподілу ймовірно-
стей. Маючи на увазі квадратури Гаусса, нижче 
ми розглядаємо замість [a; b] канонічні інтервали 
[0; 1] та [-1; 1]. Покажемо, як виглядають функції 
рівномірного розподілу на цих інтервалах. У тео-
рії ймовірностей ці функції традиційно познача-
ють через F x� � :
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Ці функції зображено на рис. 2.
Взагалі функція розподілу випадкової вели-

чини Х – це ймовірність влучення випадкової 
точки у «сприятливий» інтервал F x P X x� � � �� � .  
На рис. 2 «сприятливі» частини заштриховані.

2.	Ймовірність та кубічні поліноми Ерміта.
На відміну від інтерполяції за Лагранжем, 

інтерполяція за Ермітом передбачає наявність у 
вершинах контрольного інтервалу інформації про 
функцію та її похідну. Таким чином, задача поля-
гає у визначенні чотирьох коефіцієнтів кубічного 
полінома:

F x a a x a x a x� � � � � �0 1 2
2

3
3.               (3)

Для цього формулюють інтерполяційну гіпо-
тезу Ерміта (відповідні граничні умови). Напри-
клад, для зростаючого полінома на [0; 1] граничні 
умови мають вигляд:

F F

F F

0 0 1 1

0 0 1 0

� � � � � �
� � � � �� � �

, ,

, .
                   (4)

Граничні умови на [-1; 1] відрізняються від (4) 
лише абсцисою на лівому кінці.

Таким чином, ми отримали функцію нерівно-
мірного розподілу ймовірностей (закон Ерміта). 
Як бачимо, для побудови функції нерівномір-
ного розподілу ймовірностей не досить знати її 

 
 

1 1 1 

а=х0     х1     х2          …             хі-1      хі    хі+1          хn-1    хn=b 
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граничні значення, потрібні додатково граничні 
значення щільності розподілу f x F x� � � �� � . 
У деяких джерелах ці функції називають відпо-
відно інтегральною і диференціальною. Опуска-
ючи подробиці, запишемо результат матричного 
методу: 

на

на

� �� ��

� ��

0 1 2 3 6 6

1 1
1

4

3 2 2; ; ;

;
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�� � � � � �

F x x x f x x x

F x xx x f x x3 23 2
1

4
3 3� �� � � � � � �� �; .�

  (5)

Довжина канонічного інтервалу принципово 
не впливає на поведінку кубічних і квадратичних 
парабол (5). Тому на рис. 3 подано випадок [0; 1]. 

У теорії ймовірностей закон Ерміта виглядає 
так:
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Уважний читач, мабуть, уже помітив, що закон 
Ерміта можна отримати, не користуючись матрич-
ною алгеброю. Враховуючи граничні умови і вла-
стивості щільності, отримаємо спочатку f x� �
. Після цього невизначеним інтегруванням від-
новлюємо F x� � . Нам подобається нематрич-
ний метод, в якому використовується добуток 
«напівкришок». Нагадаємо, що функція-«напів-
кришка» – це ймовірність. Тому йдеться про тео-
рему множення ймовірностей. Дві «напівкришки» 
приховані у граничних умовах. Поліном F x� �  має 
двократний нуль на лівому кінці інтервалу. Третій 
нуль (простий) розташований за правим кінцем на 
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Рис. 3. Інтегральна та диференціальна функції розподілу ймовірностей (закон Ерміта)

Рис. 2. Графіки функцій рівномірного розподілу випадкової величини в [0; 1] та [-1; 1]
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відстані половини канонічного інтервалу. Таким 
чином, розглядається композиція із двох симплек-
сів. Для випадку [-1; 1] це показано на рис. 4. 

0

y

x
1

1-1 2xx  
 

 
Рис. 4. Композиція «напівкришок»  

для F x� �  на [-1; 1]

Пунктирна пряма показує, що ліва «напів-
кришка» використовується двічі. Це означає, що 
у симплекс [-1; 1] кидають навмання дві точки, 
а в симплекс [1; 2] – одну. Ймовірність попа-
дання двох точок у «сприятливий» інтервал [-1; х] 

дорівнює x ��
�
�

�
�
�

1

2

2

, ймовірність попадання точки 

в [х; 2] дорівнює 2�� �x . Результат перемно-

ження дає F x x x� � � � � �� �1

4
3 23 , щільність 

f x x� � � �� �3

4
1 2 . Аналогічна композиція на [0; 1]  

дає відповідні формули (див. (5)). Математичне 
сподівання

M X x f x dx
a

b

� � � � � �� ;  

для [0; 1] – це 1

2
, для [-1; 1] – це 0. 

Саме в цих точках F x� �  має перегин, а f x� �  – 
максимум.

Сформулюємо задачу про щільність, яка дає 
несподівану можливість зробити крок із теорії 
ймовірностей у чисельні методи, а саме до ква-
дратур Гаусса.

3.	Задача про щільність розподілу ймовірно-
стей (від Ерміта до Гаусса).

Нехай випадкова величина Х розподілена за 
законом Ерміта. Знайти на канонічному інтервалі 
точки, в яких щільність нерівномірного розподілу 
співпадає із щільністю рівномірного розподілу 
ймовірностей.

Для [0; 1] маємо рівняння � � �6 6 12x x , звідки 

x1 2
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3

6, � � . Це нулі відомого рівняння Бернуллі 
другого порядку. Саме в цих точках Гаусс розта-

шував вузли квадратури найвищої алгебраїчної 
точності.
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Лежандра другого порядку.
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� � �x dx x x� � � � � � � �
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.
Квадратура Гаусса-Лобатто визначається через 

дисперсію (точніше, через середнє квадратичне 
відхилення) закону Ерміта:

D X x f x dx X� � � � � � � � � � �� 2
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Квадратура є точною для многочленів сте-
пеня 5, має чотири вузли: два на кінцях інтервалу, 
іще два в точках:
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Обчислювальна формула Гаусса-Лобатто на [0; 1]:
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Для [-1; 1]:
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Формула Гаусса-Лобатто:
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Як бачимо, це простіше і легше, ніж скласти 
і розв’язати систему нелінійних алгебраїчних 
рівнянь.

Висновки. Отримані результати вже не вперше 
переконують, що геометрична ймовірність – це 
простий, наочний і дуже ефективний метод мате-
матичного моделювання. Не дивно, що сучасні 
інформаційні технології починаються з когнітив-
них моделей прикладної геометрії. Такі моделі, 
як правило, математично обґрунтовані і фізично 
адекватні. На перспективу автори планують з 
ймовірнісної точки зору подивитися на поліном 
Ерміта п’ятого порядку G x x x x� � � � �6 15 105 4 3 ,  
який має всі властивості закону нерівномірного 
розподілу ймовірностей. Здається, не всі цікаві 
властивості G x� �  нам відомі, хоча перший крок 
уже зроблено і зворотний рух триває.
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