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Розглянуто проблему взаємодії двох штампів із плоскими підошвами, що 
взаємодіють з пружною ізотропною півплощиною. Вважається, що один 
штамп жорстко зчеплений із півплощиною, а другий знаходиться з нею 
в умовах гладкого контакту. Для розв’язання задачі використовуються 
представлення Колосова-Мусхелішвілі напружень і переміщень через 
кусково-аналітичні функції. Із використанням цих представлень і на 
основі граничних умов сформульовано задачу лінійного спряження, 
яка складається із комбінації рівнянь Діріхле і Рімана, записаних на 
відповідних ділянках границі півплощини. Ця задача називається 
комбінованою крайовою задачею Діріхле-Рімана. Розв’язок задачі 
представлено, використовуючи два канонічні розв’язки з необхідною 
поведінкою при підході до кутових точок штампів. Невідомі коефіцієнти 
цього розв’язку знаходяться з умов на нескінченності та умов рівноваги 
штампів із трансцендентного рівняння, коефіцієнти якого знаходяться 
шляхом чисельного інтегрування.
Знайдений розв’язок дозволив представити усі необхідні фактори на 
границі півплощини в досить простому аналітичному вигляді. Зокрема, 
знайдено формули, що дають можливість знайти осадку кожного штампу 
та форму вільної границі півплощини після деформації. Записано 
також формули, що визначають розподіл напружень під штампами. 
Показано, що розв’язок біля кутових точок жорстко зчепленого штампа 
має осцилюючу кореневу особливість, а біля кутових точок гладкого 
штампу – звичайну кореневу.
Для конкретних значень ширини штампів, відстаней між ними та 
величин зовнішнього навантаження одержано числові результати, 
які проілюстровано графічно. Побудовано графіки зміни переміщень 
границі півплощини біля штампів, а також графіки зміни нормального 
та дотичного напружень під зчепленим штампом і тільки нормального – 
під гладким. Виявлено, що зона затухання переміщень при віддаленні від 
штампів суттєво перевищує їхню ширину.

Ключові слова: штамп, 
нормальні та дотичні 
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аналітичний розв’язок.
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The problem of interaction of two stamps with flat bases which are contacted 
with an elastic isotropic half-plane is considered. It is assumed that one stamp 
is rigidly coupled to the half-plane, and the other is in smooth contact with it. 
To solve the problem, the Kolosov-Muskhelishvili representations of stresses 
and displacements through piecewise analytic functions are used. Applying 
these representations and satisfying the boundary conditions, the problem of 
linear relationship is formulated. It consists of a combination of Dirichlet and 
Riemann equations written on the corresponding sections of the half-plane 
boundary. This problem is called the combined Dirichlet-Riemann boundary 
value problem. The solution of the problem is presented by means of two 
canonical solutions that have the necessary behavior when approaching the 
corner points of the stamps. The unknown coefficients of this solution are 
found by means of the conditions at infinity and the conditions of equilibrium 
of the stamps. This leads to a transcendental equation, the coefficients of which 
are found by numerical integration.
The obtained solution allowed us to present all the necessary factors at the 
boundary of the half-plane in a fairly simple analytical form. In particular, 
formulas have been found that make it possible to find the sinking of each 
stamp and the shape of the free boundary of the half-plane after deformation. 
Formulas that determine the distribution of stresses under the stamps have 
also been found. It is shown that the solution at the corner points of a rigidly 
coupled stamp has an oscillating root singularity, and at the corner points of a 
smooth stamp it has a normal root singularity.
For specific values of the stamps width, the distances between them and the 
values of the external load, numerical results are obtained. They are illustrated 
graphically. The variations of displacements around the stamps are shown, 
as well as the graphs of the normal and tangential stresses under the rigidly 
coupled stamp are given whilst only normal stress is shown under the smooth 
stamp. It was found that the zone of attenuation of displacements at a distance 
from the stamps significantly exceeds their width.

Key words: stamp, normal and 
shear stresses, displacement, 
analytical solution.

Вступ. Задачі про дію штампів на пружні 
тіла активно вивчаються протягом останніх 
десятиліть у зв’язку з їхньою практичною важ-
ливістю. Результати досліджень по цій тема-

тиці наведено в багатьох публікаціях і, зокрема, 
в монографіях та підручниках К.  Джонсона 
[1], В.М.  Александрова і М.І.  Чебакова [2], 
В.І.  Острика [3]. У них детально розглянуто 
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гладкі і зчеплені штампи, а також більш складні 
випадки контакту за наявності областей зче-
плення і проковзування в області контакту 
[4–6]. Задачі про дію декількох штампів на 
пружні тіла вивчались у роботах [7–9].

Слід зазначити, що поодинокі штампи вивчені 
досить добре, але проблема стає значно складні-
шою при дії на границю пружного тіла декількох 
штампів. Особливо це проявляється для випад-
ків різних граничних умов у контактних зонах 
різних штампів. Якраз такий випадок і розгля-
дається у даній роботі, а саме вивчаються осо-
бливості деформування двох штампів, що діють 
на пружну півплощину за умови, що один із 
них жорстко зчеплений із півплощиною, а під 
підошвою іншого штампу тертя відсутнє. У рам-
ках вказаної постановки одержані нові резуль-

тати, що ілюструють осадку кожного із штампів 
та напруження під ними залежно від їх взаєм-
ного розташування, навантаження та геометрич-
них характеристик.

Постановка задачі. Розглянемо два штампи 
a x b≤ ≤  і c x d≤ ≤ , які діють на границю y = 0  
ізотропної півплощини y ≤ 0  (рис. 1) під дією сил 
P1  та P2 . Будемо вважати, що штамп, підошва 
якого співпадає з x a b�� �, , є зчепленим з півпло-
щиною, а штамп x c d�� �,  є таким, що проковзує. 
Вважаємо також, що штампи можуть переміщу-
ватися лише вертикально. Півплощина характе-
ризується коефіцієнтом Пуассона ν0 , модулем  
зсуву µ , � �� �3 4 0 .

Будемо вважати, що підошви штампів плоскі. 
Тоді граничні умови на різних частинах границі 
півплощини мають вигляд:

u x r,0 0� � � , v x r,0 1� � �  для x a b�� �, ,                                                   (1)

�xy x,0 0� � � , v x r,0 2� � �  для x c d1�� �, ,                                                  (2)

� y x,0 0� � � , �xy x,0 0� � �  для x a b c d� � ��� �� �, , ,                                            (3)
де a b c d< < < .
Тут r0 , r1 , r2  – дійсні сталі, які підлягають визначенню.

 

  

 

 

    

 

Рис. 1. Штампи a x b≤ ≤  і c x d≤ ≤  на межі y = 0  ізотропної півплощини

Комбінована крайова задача Діріхле-Римана. Розв’язок задачі будемо шукати у формі Мусхелі-
шівлі [10]:

� �y xyi z z z z z� � � � � � � � �� � �� �� � � ,                                                  (4)

2� �� � �� � � � � � � � � �� � �� �u iv z z z z z� � � ,                                               (5)
де функція � z� �  є аналітичною в площині комплексної змінної z x iy� �  з розрізами вздовж a b,� �  

та c d,� �  і має в вузлових точках не більш ніж інтегровані особливості. Вважаючи відсутність напру-
жень і обертання на нескінченості, маємо [10]:

� z i
P P

z
O
z

� � � �
� �

�
�

�
�
�

1 2
22

1

�
, z �� ,                                                    (6)

Рівняння (4), (5) при y ��0  приймають вигляд:
� �y xyi x x� � � �� � � � � � �� � ,                                                              (7)

2� �� � �� � � � � � � �� � �u iv x x� � .                                                         (8)
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Із рівнянь (3) і (7) очевидно, що функція � z� �  не має стрибків при переході через частини границі 
півплощини поза штампами. Водночас задоволення граничним умовам (1) і (2) за допомогою (7) і (8) 
приводить до рівнянь

� �� �� � � � � �x x� 0  для a x b≤ ≤ ,                                                     (9)
Im � �� �� � � � ��� �� �x x 0 ,  Im �� �� �� � � � ��� �� �x x 0  для c x d≤ ≤ .                        (10)

Останні два рівняння можна записати у вигляді:
Im�� � � �x 0  для c x d≤ ≤ .                                                         (11)

Рівняння (9), (11) являють собою комбіновану крайову задачу Діріхле-Рімана відносно функції � z� � .
На основі [11] загальний розв’язок цієї задачі може бути записаний у вигляді:

� z R z X z R z X z� � � � � � � � � � � �1 1 2 2 ,                                                      (12)
де

R z C z C z C1 1
2

2 3� � � � � , R z D z D2 1 2� � � � .                                                (13)

X z
ie

z a z b z c z d

i z

1 � � �
�� � �� � �� � �� �

� ��

,  X z
e

z a z b

i z

2 � � �
�� � �� �

� ��

                           (14)

� �z
z a

z b

d b z c c b z d

d a z c c a z d
� � � �

�

�� � �� � � �� � �� �
�� � �� � � �� � �� �

�
2 ln

��
�
�

�

�
�
�

,  �
�
�

�
� �ln

2
.                           (15)

При цьому X z1 � �  має кореневі особливості при z c=  та z d= , а X z2 � �  обмежена і відмінна від 
нуля в точках z c=  та z d= .

При z ��  з (14) і (15) отримаємо

� � �z
z
O
z

� � � � � �
�
�

�
�
�0 1 2

1 1 ,                                                          (16)

X z
ie

z z
i

a b c d
O
z

i

1 2 1 4

0

1
1

2

1� � � � �
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�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

�

� ,                                        (17)

X z
e

z z
i

a b
O
z

i

2 1 3

0

1
1

2

1� � � � �
��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

�

� ,                                             (18)

де � �0 2�
� � �
� � �

�

�
�

�

�
�ln

d b c b

d a c a
, � �1 � �� � �� � � �� � �� ��

�
�
�c a d a c b d b .

Знаходження невідомих коефіцієнтів. Невідомі коефіцієнти C1 , C2 , C3 , D1 , D2  можна знайти з 
умов на нескінченності та умов рівноваги штампів. Враховуючи, що при z ��  мають місце співвід-
ношення (17), (18) отримаємо такий вираз для � z� �  на нескінченності:

� z ie C
C

z

C

z z
i

a b c di� � � � ��
�
�

�
�
� � �

� � ��
�
�

�
�
�
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�
�

�

�
� �

� �0
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2 11
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2
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��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�e D

D

z z
i

a b
O
z

i� �0
1

2
1 2

1
1

2

1 .     (19)

Прирівнюючи вирази при z0  та z−1  до відповідних складових правої частини (6), приходимо до 
такої системи двох лінійних рівнянь для визначення невідомих коефіцієнтів C1 , C2 , D1 , D2 :

ie C e D

ie C C i
a b c d

e D

i i

i i

� �

� ��

0 0

0 0

1 1

2 1 1 2

0

2
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� D i

a c
i
P P

1 1
1 2

2 2
�

�
.
                      (20)

З цієї системи отримуємо

C D1 1 0= = , C P P
2

1 2
02

�
�
�

�cos ,  D P P
2

1 2
02

�
�
�

�sin .                                  (21)

З умови рівноваги штампа, що проковзує, маємо:

� y
c

d

dx P� � 2 .                                                                        (22)
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За формулою (7) на c d,� �  маємо:
� y x x x, Re0� � � � � � � ��� ��

� �� � ,
але, з урахуванням першого рівняння (10), можемо записати:

� y x x x,0� � � � � � � �� �� � .                                                           (23)
Використовуючи далі представлення (12), отримуємо:

� �1 1
� �� � � � � �x x � � � � �

�� � �� � �� � �� �
� � � �� � � � � � �

R x
e e

x a x b x c d x
R x

e ex x x

1

2 2

2

20 0 0� � � �� � �

�� � �� �

2 0� x

x c x a
� � � � �

�� � �� � �� � �� �
� � � �� � � � � � �

R x
e e

x a x b x c d x
R x

e ex x x

1

2 2

2

20 0 0� � � �� � �

�� � �� �

2 0� x

x c x a
,               (24)

де

� �0 x arctg
c a d x

d a x c
arctg

c b d x

d b x c
� � �

�� � �� �
�� � �� �

�
�� � �� �
�� � �� �

��

�
�
�

�

�
�
�

,                                  (25)

Комбінуючи (23), (24), і підставляючи в (22), отримуємо:

C x C x C e e

x a x b x c d x

D x Dx x
1

2
2 3

2 2
1 2

0 0� �� � �� �
�� � �� � �� � �� �

�
��� � � �� � �� �� �

�� � �� �

�
�
�

��

�
�
�

��
� �

� � � �

�
e e

x a x b
dx P

x x

c

d 2 2

2

0 0� �

.                    (26)

Невідомий коефіцієнт C3  може бути представлений у вигляді:
C Y C I C I D J D J I3 2 1 2 2 1 1 1 2 0 0� � � � � �� � / ,                                                 (27)

де інтеграли

I
x e e dx

x a x b x c d x
k

k x x

c

d

�
�� �

�� � �� � �� � �� �

� � � � �

�
2 20 0� �

, k = 0 1 2, , ,

J
x e e

x a x b
dxm

m x x

c

d

�
�� �

�� � �� �

� � � � �

�
2 20 0� �

, m = 0 1, ,

можна легко знайти чисельно.
Поведінка механічних факторів на границі півплощини. Розглянемо поведінку механічних фак-

торів на ділянках під штампами та на вільних ділянках границі півплощини.
На основі формули (8) для x a b c d� � ��� �� �, ,  одержуємо таку формулу для похідних від переміщень:

2 0 0 1� ��� � � �� �� � � �� � � ��u x iv x x, , � .
Обчислюючи на основі формули (12) вирази для �� � �x  на різних ділянках вільної поверхні гра-

ниці півплощини, одержуємо для x d x a� � � :

�� � � �� � �u x iv x, ,0 0 �
� � �

�� � �� � �� � �� �
�� � � �

�� � �
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2

�
�

� �

P x
ie

x a x b x c x d
Q z

e

x a x b

i x i x

�� �
�
�
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При цьому знак «+» у внутрішніх дужках {} береться для x d> , а «–» для x a< .
Для проміжку b x c< < :
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,                 (29)

де � �bc x
x a

x b

d b c x c b d x

d a c x c a d x
� � � �

�

�� � �� � � �� � �� �
�� � �� � � �� � ��

2 ln
��

�

�
�
�

�

�
�
�

.                               (30)

Нормальне і тангенціальне переміщення на різних ділянках границі отримані шляхом інтегрування 
формул (28) та (29).

Для обчислення напружень під зчепленим штампом на ділянці a b,� �  використовуємо формулу (7), 
а також враховуємо, що



86

Вісник Запорізького національного університету. Фізико-математичні науки. № 1 (2021)  ISSN 2413-6549

Числові результати та їх аналіз. Числові 
результати отримані для � � �8 1010  Па, �0 0 3� ,  та 
при різних значеннях ширини штампів, відстаней 
між ними та величин зовнішнього навантаження.

На рис. 2 показано залежність вертикаль-
них переміщень штампів від їхньої ширини, які 
знайдені при P1

610� �  Н/м, P2
610=  Н/м. Лінія І  

відповідає випадку двох однакових штампів  
a � �0 005. м, b = 0 015. м, c = 0 03. м, d = 0 05. м,  
лінія ІІ – a � �0 01. м, b = 0 01. м, c = 0 025. м, 
d = 0 055. м (правий штамп є ширшим), лінія ІІІ –  
a � �0 01. м, b = 0 04. м, c = 0 055. м, d = 0 075. м  
(лівий штамп є ширшим). Наведено тільки пере-
міщення в околі штампів. На ділянках же, відда-
лених від точок a  вліво і d  вправо, зображені 
криві рівномірно продовжуються і сходяться до 
нульових значень по осі y .

На рис. 3 для тих же геометричних і силових 
параметрів, що на рис. 2, наведено графіки нор-
мальних напружень під штампами. Видно, що 
зі збільшенням ширини штампів інтенсивність 
напружень зменшується.

На рис.  4 наведено графіки дотичних напру-
жень під першим штампом. Видно, що напру-
ження залишається сингулярним при підході до 
границь області контакту, але його величина змен-
шується порівняно з нормальним напруженням.

Розглянемо тепер залежність переміщень 
штампів від зусиль, які до них прикладено. 
Нехай геометричні характеристики штампів є 
фіксованими: a � �0 01. м, b = 0 01. м, c = 0 025. м, 
d = 0 045. м (правий штамп є ширшим), відстань 
між штампами c b�� �  також є фіксованою.

На рис.  5 показано залежність вертикаль-
них переміщень для трьох варіантів зовнішніх 
сил, прикладених до штампів. Лінія І відповідає 
випадку P1

610� �  Н/м, P2
610=  Н/м, лінія ІІ –  

P P1 2
60 25 10� � �,  Н/м, лінія ІІІ – P1

60 5 10� �,  Н/м,  
P2

510=  Н/м.
На рис.  6 показано залежність нормаль-

ного напруження під правим штампом для 
трьох варіантів зовнішніх сил, прикладених до 
штампів, при a � �0 01. м, b = 0 01. м, c = 0 025. м,  
d = 0 055. м. Лінія І відповідає випадку 
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Рис. 2. Залежність вертикальних переміщень штампів від їхньої ширини
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На ділянці контакту c d,� �  штампу, що проковзує, враховуємо, що �xy x,0 0� � �  на цій ділянці. Тоді 
для нормального напруження для x c d�� �,  отримуємо:

�
� �

y

x x

x
P x e e

x a x b x c d x

Q x e
,0

2 2 20 0

� � �
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� � � � ��� �
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.                             (33)

Слід відзначити, що отримана формула добре узгоджується з виразом для нормального напруження 
під гладким штампом [11].
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P1
610=  Н/м, лінія ІІ – P1

60 5 10� �,  Н/м, лінія ІІІ –  
P1 0=  Н/м. Сила P2 , що діє на правий штамп, 
у всіх трьох випадках вибиралась рівною  
0 5 106. ×  Н/м. Видно, що величина сили, яка 
діє на лівий штамп, суттєво впливає на розпо-
діл напружень під правим штампом особливо 
в частині області контакту, ближчій до лівого 
штампу. Важливо також відзначити, що графік 
зміни напруження для P1 0=   Н/м (крива  ІІІ) 
повністю співпадає з відповідним графіком 
для одного штампу, що діє без тертя на гра-
ницю пружної півплощини [10, § 115].

Висновки. Розглянуто взаємодію двох штам-
пів на границі пружної ізотропної півплощини 
під дією заданої системи сил. Вважається, що 
штампи мають плоскі основи, причому один із 
них жорстко зчеплений із півплощиною, а інший 

Рис. 3. Нормальні напруження під штампами

Рис. 4. Дотичні напруження під першим штампом
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знаходиться з нею в умовах гладкого контакту. 
Для розв’язання задачі використано представ-
лення напружень і переміщень через кусково-а-
налітичні функції. Сформульовано комбіновану 
крайову задачу Діріхле-Рімана з відповідними 
умовами для невідомої функції на нескінченості. 
На основі аналітичного розв’язку цієї задачі знай-
дено похідні від переміщень границі півплощини 
та напруження під штампами в досить простому 
аналітичному вигляді. Показано, що розв’язок 
біля кутових точок жорстко зчепленого штампа 
має осцилюючу кореневу особливість, а біля куто-
вих точок гладкого штампу – звичайну кореневу.

Одержано числові результати, які проілюстро-
вано графічно. Зокрема, представлено графіки 
переміщень границі півплощини та проілюстро-
вано варіацію напружень під штампами. Вияв-
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Рис. 6. Залежність нормального напруження під правим штампом  
для різних зовнішніх сил, прикладених до лівого штампу

Рис. 5. Залежність вертикальних переміщень від прикладених до штампів зусиль
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лено, що зона повного затухання переміщень при 
віддаленні від штампів суттєво перевищує їхню 
ширину. Показано, що нормальне напруження під 

жорстко зчепленим штампом є значно більшим, 
ніж дотичне, а осадка штампу зменшується зі 
збільшенням його ширини.
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