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Стаття присвячена розв’язку контактної задачі для попередньо напруженого 
циліндричного штампа та шару з початковими напруженнями. Шар лежить 
без тертя на основі без початкових напружень. Задачу розв’язано у випадку 
нерівних коренів визначального рівняння. Дослідження представлено у 
загальному виді для теорії великих початкових деформацій і двох варіантів 
теорії малих початкових деформацій у межах лінеаризованої теорії 
пружності при довільній структурі пружного потенціалу. Припускається, 
що початкові стани пружного циліндричного штампа, пружного шару 
та основи однорідні та рівні. Дослідження проводиться в координатах 
початкового деформованого стану, які пов’язані з лагранжевими 
координатами (природного стану). Крім того, вплив циліндричного 
штампа викликає невеликі збурення відповідних величин основного 
напружено-деформованого стану. Також передбачається, що пружний 
циліндричний штамп та пружний шар виготовлені з різних ізотропних, 
трансверсально-ізотропних або композитних матеріалів. Наведені 
загальні розв’язки основних диференціальних рівнянь лінеаризованої 
теорії пружності у випадку осесиметричної деформації для скінченної 
циліндричної області. У результаті розв’язки поставленої задачі 
представлені у вигляді нескінченних рядів, коефіцієнти яких визначаються 
з нескінченної квазірегулярної системи алгебраїчних рівнянь. Вивчено 
вплив початкових (залишкових) напружень у шарі, циліндрі та основі на 
розподіл контактних напружень в області контакту. У випадку нерівних 
коренів для хімічно активної гуми СКУ-6 та потенціалу Трелоара (тіло 
неогуківського типу) наведено результати чисельного аналізу, що подані 
у вигляді графіків, які ілюструють достатньо значний вплив початкових 
напружень. Отже, вплив початкових напружень на напружено-
деформований стан пружного циліндра, що втискається у пружний шар, 
який лежить без тертя на основі без початкових напружень, полягає в 
тому, що: початкові напруження в шарі призводять у випадку стиснення 
до зменшення напружень у пружному штампі, а у випадку розтягу – до їх 
збільшення, а для переміщень – навпаки.

Ключові слова: залишкові 
напруження, напружено-
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The article is devoted to the study of the contact problem for a pre-stressed 
cylindrical stamp and a layer with initial stresses. The layer is lying without 
friction on the base without initial stresses. The initial stresses are absent at 
the base. The problem is solved in the case of unequal roots of the defining 
equation. The study is presented in general for the theory of large initial 
deformations and two variants of the theory of small initial deformations within 
the framework of the linearized theory of elasticity with an arbitrary structure 
of elastic potential. It is assumed that the initial states of the elastic cylindrical 
punch and the layer and the base are homogeneous and equal. The study is 
carried out in the coordinates of the initial deformed state, which are associated 
with Lagrangian coordinates (natural state). In addition, the influence of the 
cylindrical punch causes small perturbations of the corresponding values of 
the basic stress-strain state. It is also assumed that the elastic cylindrical punch 
and the elastic layer and base are made of different isotropic, transversely 
isotropic or composite materials. The general solutions of the basic differential 
equations of the linearized theory of elasticity in the case of axisymmetric 
deformation for a finite cylindrical domain are given. As a result, the problem 
is presented in the form of infinite series. The coefficients of this series are 
determined from an infinite quasi-regular system of algebraic equations. The 
influence of initial stresses in the layer and the cylinder punch and the base 
on the distribution of contact stresses in the contact region is studied. In the 
case of unequal roots for the chemically active rubber of UWC-6 and the 
Treloar potential (Neogukov type body) the results of numerical analysis are 
given. This results are presented in the form of graphs. It is illustrate a fairly 
significant effect of the initial stresses. So, influence of initial stresses on the 
stress-strain state of an elastic cylinder punch, is that the initial stress in the 
layer in the case of compression reduce the stress in the elastic punch, and in 
the case of stretching increase it.

Key words: residual stresses, 
stress-strain state, chemically 
active rubber, linearized theory 
of elasticity, Treloir potential.

Вступ. Наукові дослідження проблеми кон-
тактної взаємодії пружних тіл постійно збільшу-
ються і вдосконалюються, враховуючи розвиток 
сучасних інформаційних технологій та матема-
тичних методів. Це зумовлено актуальністю вико-
ристання результатів таких досліджень під час 
будівництва споруд, виробництва та конструю-
вання деталей машин та їх конструкцій.

Урахування початкових напружень під час 
дослідження контактних задач значно ускладнює 
математичний розв’язок, але водночас наближає 
його до реальних процесів, які підлягають дослі-
дженню.

Тематика дослідження контактної взаємодії 
пружних тіл з початковими напруженнями також 
є актуальною і для фундаментальних досліджень 
з механіки твердого деформованого тіла.

Ураховуючи вищесказане, дана робота присвя-
чена дослідженню питання контактної взаємодії 
попередньо напруженого циліндричного штампа 
з попередньо напруженим шаром, що лежить 
без тертя на основі (півпросторі) без початкових 
напружень.

Об’єктом даного дослідження є процес контак-
тної взаємодії пружного циліндричного штампа 
з початковими (залишковими) напруженнями та 
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шару з початковими (залишковими) напружен-
нями, що лежить без тертя на основі без початко-
вих напружень.

Предметом дослідження є вплив початкових 
напружень на закон розподілу контактних напру-
жень і переміщень пружних тіл.

Метою роботи є розв’язок вісесиметрич-
ної статичної задачі про контактну взаємодію 
пружного циліндричного штампа з початковими 
напруженнями на пружний шар з початковими 
напруженнями, що лежить без тертя на основі 
без початкових напружень. Дослідження прове-
дено в межах лінеаризованої теорії пружності в 
загальному вигляді для теорії великих початкових 
деформацій та двох варіантів теорії малих почат-
кових деформацій при довільній структурі пруж-
ного потенціалу.

Огляд літератури. Останнім часом наукові 
результати, що мають відношення до меха-
ніки твердих деформованих тіл та їх контак-
тної взаємодії, охоплюють все ширші кола 
питань. Ці результати представлені багатьма 
працями монографічного та оглядового харак-
теру, одними з яких є [1–3]. У праці [1] в межах 
лінеаризованої теорії пружності розглянуто 
контактну задачу для пружного циліндричного 
штампа та шару з початковими напруженнями, 
що лежить на жорсткій основі без тертя. У моно-
графії [2] представлені методи розв’язку міша-
них задач для пружної основи (півпростору) з 
початковими напруженнями. В оглядовій статті 
[3] академіком О.М. Гузем висвітлено проблеми 
некласичної механіки руйнування, що дає пош-
товх для вдосконалення та подальшого розвитку 
наукових досліджень з теорії механіки твердих 
деформованих тіл.

Існує також ряд узагальнюючих публікацій 
[4–8], які повністю або частково пов'язані з тема-
тикою даної статті. Так у статті [4] у межах три-
вимірної теорії пружності представлено розв’язок 
динамічної контактної задачі про взаємодію пруж-
ного стисливого півпростору та шару стисливої 
рідини, враховуючи вплив початкових напружень. 
Динамічна задача дослідження стійкості цилін-
дричної оболонки при зовнішньому та внутріш-
ньому стиску представлена працею [5]. Контактну 
задачу про тиск циліндра на шар, враховуючи їх 
поверхневі особливості розглянуто у [6]. Приклад 
чисельного розв’язку контактних задач подано 
у статті [7]. Метод аналітичного та чисельного 
розв’язку двох статичних контактних задач про 
тиск кільцевих пружних штампів на пружний 
півпростір представлено у праці [8].

Дослідження контактної взаємодії жорстких 
і пружних штампів із попередньо напруженими 
тілами в рамках лінеаризованої теорії пружності 
представлені статтями [9–14].

Так, у статті [9] розглянуто розв’язок вісеси-
метричної контактної задачі про тиск жорсткого 
кільцевого штампа на попередньо напружений 
півпростір. Вплив початкових напружень на кон-
тактну взаємодію пружних кільцевого штампа та 
півпростору представлено в роботі [10]. Розв’язок 
контактної задачі про тиск пружних співвісних 
циліндричних штампів на пружний шар, у якому є 
залишкові деформації розглянуто у [11; 12].

Також, враховуючи необхідність підвищення 
міцності конструкції за рахунок підсилення її 
деяких несних елементів пружними стрингерами, 
пропонуються для ознайомлення дослідження, 
подані у працях [13; 14].

Методи дослідження. Використаємо співвід-
ношення лінеаризованої теорії пружності [1; 2], 
причому дослідження представимо в загальному 
вигляді для стисливих і нестисливих тіл для теорії 
великих початкових деформацій та двох варіантів 
теорії малих початкових деформацій при довіль-
ній структурі пружного потенціалу.

Будемо розрізняти три стани попередньо 
напружених тіл: а) природний (відсутність напру-
жень); б) початковий стан; в) збурений стан (всі 
величини якого складаються з суми відповідних 
величин початкового стану та збурень). До того ж 
збурення вважаємо набагато меншими від відпо-
відних величин початкового стану.

Для розв’язку задачі застосуємо координати 
початкового деформованого стану (y1, y2, y3), які 
пов'язані з лагранжевими координатами (х1, х2, х3) 
співвідношеннями: yi=λixi, де λi (і=1,2,3) – коефіці-
єнт видовження вздовж координатної осі. Вісь y3 
спрямуємо по нормалі до області контакту.

Припустимо, що пружні потенціали – двічі 
неперервно-диференційовані функції алгебра-
їчних інваріантів тензора деформацій Гріна [2], 
а початковий деформований стан є однорідним. 
Нехай зона контакту пружних тіл буде міститися 
у площині y3=const. Вважатимемо, що початкові 
напруження діють вздовж зони контакту.

Матеріали тіл будемо вважати ізотропними 
стисливими або нестисливими з довільною струк-
турою пружного потенціалу.

Усі величини, які відносяться до пружного 
циліндричного штампа, ми будемо позначати верх-
нім індексом «(1)», до шару – «(2)», а основи – «(3)».

Отже, сформулюємо постановку задачі. Нехай 
скінченний пружний циліндричний штамп радіуса 
R і висотою Н з початковими напруженнями втиска-
ється у пружний шар під дією сили Р після виник-
нення там початкового деформованого стану. При-
чому шар лежить без тертя на основі без початкових 
напружень. Товщина шару в початковому деформо-
ваному стані пов’язана з товщиною у недеформо-
ваному стані співвідношенням h1=λ3h2. Будемо вва-
жати, що зовнішнє навантаження прикладене тільки 
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до вільного торця пружного штампа, під дією якого 
всі точки штампа переміщаються у напрямку осі 
симетрії y3 на одну і ту ж саму величину ε. Зробимо 
припущення, що поверхні поза ділянкою контакту 
залишаться вільними від впливу зовнішніх сил, а в 
зоні контакту тертя вважатимемо відсутнім. До того 
ж переміщення та напруження – неперервні.

Враховуючи однорідність початкового стану 
тіл, запишемо співвідношення:

y x constm m m m� �� �, ,
y x U U x i mm m m m mi m i� � � � �0 0 1 1 3, ( ) ( , , )� �  (1)
де δmi  – символ Кронекера.
З виразів (1) для узагальнених початкових 
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Крім того, дія циліндра викликатиме у шарі 
невелике збурення основного напруженого стану, 
для якого виконуються умови

S S S0
11

0
22

0
33

1 2 30 0� � � � �; ; � � �

У циліндричних координатах (r, θ, zi) предста-
вимо розв’язки рівнянь (2) – (3) у вигляді

( )( )� � � �1 2
2 2

3
2

1 3
2 2

3
2 0� � � � � � � � �y y� ,    (4)

де �1
2 2 1� � � � � ��r r r .

Ураховуючи умову існування єдиного розв’язку 
лінеаризованої теорії пружності для стисливих і 
нестисливих тіл [2], можливі два варіанти пред-
ставлення загального розв’язку (4): випадок 
рівних коренів 2 2

2 3 )′ ′(ξ = ξ  та випадок нерівних 
коренів 2 2

2 3 )′ ′(ξ ≠ ξ . У даній статті зупинимося на 
випадку нерівних коренів.

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 1 1 3 3 2, 0,  0y y′ ′χ = χ + χ ∆ + ξ ∂ ∂ χ = ∆ + ξ ∂ ∂ χ =    

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 1 1 3 3 2, 0,  0y y′ ′χ = χ + χ ∆ + ξ ∂ ∂ χ = ∆ + ξ ∂ ∂ χ =    

.                   (5)
У системі циліндричних координат, при 

2 2
1 2 2 3, ,n n′ ′= ξ = ξ  1

3 ,i iz v y−=  ,  ( 1,  2),i iv n i= =  такій 
постановці відповідають граничні умови:

1) на торці пружного штампу:
(1) (1)
3 3; 0 (0 )ru Q r Rε= − = ≤ ≤ ;        (6)

2) на межі пружного шару в області контакту 
z = ii 0 ( =1 2, ) :

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
3 3 33 33 3 3; 0 (0 )r ru u Q Q Q Q r R= = = = ≤ ≤    ; (7)
3) на межі пружного шару поза областю кон-

такту z = ii 0 ( =1 2, ) :
(2) (2)
33 30 0 ( )rQ Q R r= = ≤ < ∞  ;          (8)

4) на бічній поверхні пружного штампу r =R :
(1) (1)

30; 0 (0 ).rr r i
i

HQ Q z
v

= = ≤ ≤          (9)

5) на нижній поверхні шару, що лежить на основі 
без початкових напружень, z h v Hvi i i� � � �� ��3 2

1 1 ,
( , )i =1 2 :

� � � � � � �u u Q Qr r3
2

3
3

3
3

3
2 0( ) ( ) ( ) ( ), , ( )0 � � �r    (10)

де z y v ii i� ��
3

1 1 2, ( , )  товщина шару в неде-
формованому стані.

Умова рівноваги, що встановлює зв’язок між 
осіданням торця і рівнодіючою навантаження Р, 
буде мати вигляд

1
2 (2)

33
0

2 (0, ) .P R Q dπ ρ ρ ρ= − ∫            (11)

Для визначення напружено-деформівного 
стану в попередньо напруженому циліндричному 
штампі для випадку нерівних коренів 1 2n n≠  
загальний розв’язок (5) визначального рівняння 
(4) представимо у вигляді:

� � � � � � �� � � � � �� � �� � � �0 5 28
1 2

1
2

2
2

0
2

8
1

6
1

1 2 8
1

1, ( ) ( ) ( ) (r z z r H z z z22
2
2

6
1

1
3

2
32� � ��� ��� ���z H z z) ( ) ( )�      (12)

� �b s
I v R

I v R
I v r z v I v rk k

k

k k k3 0
1 2

1 1
0 1 1 1 0 2

( ) ( )

( )
( )sin( ) ( )si

�
�

� � � nn( ) ( ) ( ) ( )� � � �k
k

k k kz v J r S z S z2 2
1

0 2 1 3 2

�

�
�

�

�
�

�
�
�

��
� ��� ��

�

�

�

�   
�

��
�k

Де Jv(x), Iv(x) – функції Бесселя дійсного та уявного аргументу,
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Тоді співвідношення для компонент вектора переміщення і тензора напруження для циліндричного 
штампа для 1 2n n≠  представимо у вигляді:

{ ( )(1) 1 2 1
6 0 0 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 23

1
(2 ) ( )( ( )) ( ) cos( ) ( ) cos( )k

r k k k k k k k
k

U r H b s I v R I v R v I v r z v v I v r z v
∞

− −
+

=

 ′ = εθ θ χ + γ γ γ γ γ − γ γ + ∑

( )}2 1 1
1 4 1 1 5 2 2( ) ( ) ( )k k k k kJ r S z v S z v− −+α α α + α χ 

(1) ( )2 1 21 1 2 2
0 0 1 0 1 1 1 2 0 2 2 23 3

16 1 2 1 1

( )11 1 ( )sin( ) ( )sin( )
( )

k k
k k k k k

k k

I v Rm z m zU b s m I v r z v m I v r z v
H n n I v R

∞

=

       γ  ′ = −ε + χ + − − γ γ γ − γ γ +      θ γ         
∑

( ) ( )1 2 1 2 3 22
0

1 2
( ) k k

k k k
m S z m S z

J r
n n

 α α +α α + χ   

 

( )(1)
44 1 1 033

6 1 2

11 sQ C m l
H v v

 ε′ = + − χ + − θ  
                                                 (13)

( ) ( )4 1 5 2( )3 31 2
0 1 0 1 1 1 2 0 2 2 2 03

1 1 1 1 2
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k kk k

k k k k k k k k
k k

S z sS zI v R
b s n I v r z v sn I v r z v J r

I v R v v

∞
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  α α γ − γ γ γ − γ γ + α α + χ     γ    
∑

 

( ) {(1) ( )3 1
44 1 0 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 13 3

1
1 ( )sin( ) ( )( ( )) ( )sin( )k

k k k k k k kr
k

Q C m s b v I v r z v v I v R I v R I v r z v
∞

−

=

 ′ = + γ γ γ − γ γ γ γ +∑

( ) ( ) }3 1 1
1 1 2 1 0 2 3 2( )k k k k kJ r n S z s n S z− − +α α α + α χ 

 

Де ��
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44
1313

1313

�
�
�
�
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' .�
 s s l l� �

0 2 1
1,  �k � шукані константи,

 li �
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Напружено-деформований стан у пружному шарі з початковими напруженнями визначимо через 
гармонійні функції у вигляді інтегралів Ханкеля, які після ряду перетворень виражаються через нескін-
ченну систему констант χk  [1, c. 60–80].

Напружено-деформований стан основи без початкових напружень з [1] матиме вигляд:
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Використовуючи розв’язки для циліндра (12), і задовольнивши третю умову (7) та другу умову (9), 
знайдемо власні значення задачі (6) – (11) для випадку нерівних коренів 1 2n n≠ :

(2 1)
k

k
H

π +
γ = , 1( ) 0kJ µ = , де 1( ) 0kJ µ = .                                              (15)

Для розв’язку задачі визначимо сталі χi (i = )0,1,2,..  з нескінченної системи алгебраїчних рівнянь

0
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=
ϑ χ + ϑ χ = ϖ =∑ .                                                   (16)

Наближене обчислення коефіцієнтів системи, враховуючи складність функцій Gi ( , )i =1 4 , можна 
представити у вигляді
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Після визначення невідомих сталих 
χi (i = )0,1,2,..  із системи (16), можна обчис-
лити напружено-деформований стан як у пруж-
ному штампі, так в шарі та основі за формулами 
(12) – (14).

Результати. Чисельний аналіз проведеного 
дослідження представлений для потенціалу Тре-
лоара (тіла неогуківського типу) у випадку хімічно 
активної гуми СКУ-6 при наступних параметрах: 
R � � �1 10 2 м, H � � �1 10 1 м, h � � �1 6 10 2. м, � � �10 4 ,  
E � � �8 10 5 MПа, �1 0 7 0 8 0 9 1 1 1 2� . ; . ; . ; . ; .   1;  .  
Алгоритм чисельного розв’язку базується на 
методі редукції та реалізований у вигляді про-
грами в пакеті Maple. Також зазначимо, що 
чисельне дослідження системи типу (16) на ква-
зірегулярність представлене в [1].

Вплив початкових напружень на закон розпо-
ділу контактних характеристик для задачі про 
попередньо напружений циліндричний штамп 
та попередньо напружений шар, що лежить без 
тертя на основі без початкових напружень у 

випадку потенціалу Трелоара, представлено на 
рис. 1–5.

Із графіків (рис. 1–5) видно, що суттєвий вплив 
для потенціалів найпростішої структури відміча-
ється лише при перетинах ξ<1 пружного цилін-
дричного штампа площинами паралельними 
основі. Причому цей вплив менший при стиску 
(λ1<1) та більший у випадку розтягування (λ1>1).

Також наявність початкових напружень у 
шарі призводить до збільшення переміщень U3 
у ділянці контакту у пружному циліндричному 
штампі при стиску, а у випадку розтягнення – до 
їх зменшення. Аналогічна ситуація і для радіаль-
них переміщень Ur у пружному циліндрі та шарі з 
початковими напруженнями.

Із просторового графіка тангенціальних напру-
жень (рис. 5) можна помітити, що безпосередньо в 
зоні контакту пружних циліндра і шару та на боко-
вій поверхні пружного штампу � �1 , вони дорів-
нюють нулю (це вимагають граничні умови (6) – 
(10)) і найбільш зосереджені поблизу зони контакту.

Рис. 1. Вплив початкових напружень 
на нормальний закон розподілу

Рис. 2. Нормальні напруження у циліндрі 
в перерізі ξ=0,125

Рис. 3. Переміщення Ur у пружному циліндрі 
з початковими напруженнями  

для перерізу ξ=0,25

Рис. 4. Переміщення U3 у пружному циліндрі 
з початковими напруженнями  

для перерізу ξ=0,5
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Дискусія. У результаті проведених досліджень 
розв’язок задачі представлений у вигляді нескін-
ченних рядів, коефіцієнти яких визначаються з 
нескінченної квазірегулярної системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь (16). Ці коефіцієнти зале-
жать від структури пружного потенціалу, висоти 
пружного штампа Н, і товщини попередньо напру-
женого шару, а вільні члени – від коренів 1 2,n n .

Ураховуючи проведене дослідження, для 
потенціалу Трелоара, що відповідає нерівним 
кореням рівняння (4), вплив початкових напру-
жень на напружено-деформований стан цилін-
дричного штампа та шару, що лежить без тертя 
на основі без початкових напружень, виражається 
таким чином:

1. Початкові напруження при стиску призво-
дять до зменшення сили напружень у циліндрич-
ному штампі та шарі, а при розтягненні – до їх 
збільшення, у випадку переміщень все відбува-
ється навпаки. Тобто наявність попередньо напру-
женого стану під час контактної взаємодії пружних 
тіл дає змогу регулювати контактні напруження та 
переміщення.

2. Найбільший вплив початкових напружень 
відзначений на бічній поверхні штампа.

3. Більш суттєво, у кількісному плані, почат-
кові напруження діють у високоеластичних мате-

ріалах у порівнянні з більш жорсткими, але якісно 
їхній вплив зберігається.

4. Небезпечним є випадок, коли початкові 
напруження наближаються до значень поверхне-
вої нестійкості матеріалу [2], оскільки контактні 
напруження і переміщення різко змінюють свої 
значення.

Із отриманих розв’язків за допомогою гра-
ничного переходу можна отримати декілька 
окремих випадків: при λ1=1 – розв’язок задачі 
про тиск пружного циліндричного штампа на 
шар без початкових напружень [1]; при h→∞ – 
розв’язок задачі про тиск пружного циліндрич-
ного штампа на півпростір з початковими напру-
женнями [2; 9; 10].

Наукова новизна результатів проведеного 
дослідження:

1. Отримано розв’язок вісесиметричної ста-
тичної задачі лінеаризованої теорії пружності для 
тіл із початковими напруженнями при довільній 
структурі пружного потенціалу для стисливих і 
нестисливих тіл.

2. Встановлено аналітичні залежності, які 
дозволяють досліджувати поведінку напру-
жень та переміщень у зоні контакту для пруж-
ного циліндричного штампа та пружного шару з 
початковими напруженнями без врахування сил 
тертя у випадку, коли попередньо напружений 
шар лежить без тертя на основі без початкових 
напружень;

3. За допомогою числової реалізації методу 
дослідження встановлено особливість впливу 
початкових напружень на закон розподілу контак-
тних напружень і переміщень пружних циліндра 
й шару порівняно з випадком відсутності початко-
вих напружень.

Висновки. Отже, можна зробити висновок 
про те, що вплив початкових напружень на кон-
тактну взаємодію пружних тіл достатньо сильний 
і суттєво впливає на закон розподілу контактних 
характеристик. Тому його врахування дозволить 
значно покращити точність інженерних обчис-
лень у розрахунках на міцність конструкцій та 
деталей машин.

 
Рис. 5. Напруження Q3r при λ1=0,9
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