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У статті розглянуто математичне, комп’ютерне моделювання стану 

електронів у циліндричних квантових точках (ЦКТ) з оболонкою. 

Досліджені хвильові функції електрона, власні значення хвильових 

чисел і енергії та їх залежність від параметрів квантової точки (раді-

уса, висоти) і параметрів оболонки (товщини, висоти потенціаль-

ного бар’єра). 

Використано рівняння Шредінгера для стаціонарних станів  

S-електронів у циліндричній системі координат і граничні умови для 

отримання дискретної моделі та 3D-графіків щільності ймовірності 

стану електрона в заданій області простору. 

Для аналітичного розв’язку рівняння Шредінгера використовується 

метод Фур’є розділення змінних, а також чисельний метод послідо-

вних наближень (ітерацій) при визначенні власних значень енергії 

електрона за допомогою граничних умов. Хвильова функція по-

винна бути неперервною та гладкою на границі ядро-оболонка ци-

ліндричної квантової точки. 

Фінітний рух електрона розглядається у наближенні ефективної 

маси. Представлені результати розрахунків власної енергії та хви-

льових чисел для двох станів електрона: основного стану – аксіальні 

та радіальні квантові числа дорівнюють 𝑛 = 𝑚 = 1 та збудженого 

стану – при 𝑛 = 𝑚 = 2. 

Для математичного комп’ютерного моделювання та побудови від-

повідних графіків хвильової функції та щільності ймовірності зна-

ходження електрона в заданій області циліндричної квантової точки 

використовуються пакети програм Scilab, MathCad, дискретні мо-

делі розв’язку диференціальних рівнянь та дискретні структуровані 

сітки. 

Таким чином, досліджено стан S-електрона, орбітальний момент 

якого 𝑙 = 0, у циліндричній квантовій точці з оболонкою та обмежу-

ючим потенціалом. У подальшому представляє значний інтерес мо-

делювання стану електронів для інших різноманітних квантових то-

чок: сферичних, конічних, пірамідальних. 

Результати досліджень використовуються для методичного забезпе-

чення лабораторного практикуму для магістрантів спеціальності 

«Комп’ютерні науки» з курсу «Фізичні основи сучасних інформа-

ційних технологій» [1]. 
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The article deals with mathematical and computer modeling of electron 

states in a cylindrical quantum dot with a shell. Electron wave functions, 

eigenvalues of wave numbers and energy and their dependence on the 

geometrical parameters of a quantum dot (radius, height) and its shell 

(thickness, height of the potential barrier) are studied. 
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The Schrödinger equation for stationary states of S-electrons in a cylin-

drical coordinate system and boundary conditions for obtaining a discrete 

model and 3D graphs of probability density of an electron state of in a 

given area of space are used. 

The Fourier method of separating the variables is used to obtain analytic 

solutions of the Schrödinger equation, as well as the numerical method of 

successive approximations (iterations) in determining the eigenvalues of 

the electron energy by means of boundary conditions.  The wave function 

are continuous and smooth unlike the boundaries of the shell of a cylin-

drical quantum dot. 

The finitel electron motion is considered in the effective mass approxi-

mation. The calculation results for eigen energy and wave numbers of the 

two electron states are presented: the ground state – axial and radial quan-

tum numbers are equal to 𝑛 = 𝑚 = 1 and the excited state at 𝑛 = 𝑚 = 2. 

Scilab, MathCad, discrete models of the solution of differential equations 

and discrete structured grids are used for mathematical computer model-

ing as well as for plotting of corresponding graphs of the wave function 

and the probability density of finding an electron in a given region of a 

cylindrical quantum dot. 

Thus, the state of the S-electron, which orbital moment is 𝑙 = 0, is inves-

tigated in a cylindrical quantum dot with a shell and a limiting potential. 

Therefore, it is of high interest to simulate the electron states for other 

quantum dot geometries: spherical, conical, pyramidal. 

The research results are used for an undergraduate laboratory workshop 

for students of «Computer Science» specialty from the course «Physical 

bases of modern information technologies» on the basis of mathematical 

and computer simulation (Scilab, MathCad) [1]. 

 

1. Постановка проблеми 

В елементній базі сучасних інформацій-

них технологій (монітори, лазери, сенсори) 

використовують квантові точки, які мають 

граничні малі розміри [2]. Тому розробка те-

оретичних моделей різноманітних кванто-

вих точок (сферичних, циліндричних, коніч-

них), які дозволяють дослідити спектр енер-

гетичних рівнів, є актуальною задачею. 

Крім того, розгляд впливу параметрів обо-

лонки на фінітний рух електрона у ЦКТ 

представляє певний інтерес та забезпечує 

розгляд хвильових функцій та щільності 

ймовірності стану електрона. Для уточнення 

обчислення власної енергії електрона засто-

совано дискретні моделі розв’язку рівняння 

Шредінгера. 

2. Аналіз останніх досліджень  

і публікацій 

Стан носіїв електричного заряду (елект-

ронів) та власні значення енергії визнача-

ються геометричною формою, розмірами, 

речовиною квантової точки (КТ) (ефективна 

маса електрона) та параметрами оболонки. 

У статтях [3-5] розглянуто вплив параметрів 

модифікованого потенціалу Пешля-Теллера 

на стан електрона та власні значення енергії 

у ЦКТ. У роботі [6] розглянуто стан елект-

рона у циліндричній квантовій точці без 

оболонки та з’ясовано, що квантові рівні си-

льно сплющеної еліпсоїдальної квантової 

точки можна отримати заміною її на модель 

циліндричної КТ. Сферичні квантові точки 

без оболонки та з оболонкою розглянуто у 

працях [7-9]. Для S-електронів, коли орбіта-

льний момент відсутній, отримано власні 

значення енергії та щільність ймовірності 

стану. Аналітичні дослідження стану елект-

ронів у пірамідальних та конічних кванто-

вих точках із застосуванням представлення 

рівняння Шредінгера у модифікованій цилі-

ндричній системі координат наведено в 

статті [10]. Розгляд конічних квантових то-

чок та залежності енергії електрона від па-

раметрів КТ (радіуса основи і висоти) пред-

ставлено у роботах [11-13]. Дискретні мо-

делі розв’язку диференціальних рівнянь в 

частинних похідних розглядаються, напри-

клад, в роботі [14]. 

Мета статті – розробити модель цилін-

дричної квантової точки з оболонкою. 

Знайти розв’язок рівняння Шредінгера для 

стаціонарних станів S-електронів, застосо-

вуючи, зокрема, дискретні моделі, знайти 
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власні значення енергії електрона та щіль-

ність ймовірності знаходження електрона у 

заданій області простору. Дослідити залеж-

ність енергії електрона від параметрів кван-

тової точки та оболонки. 

3. Виклад основного матеріалу 

Розглянемо найпростішу модель цилін-

дричної квантової точки радіуса R та висоти 

H з оболонкою товщиною d (pис. 1а). 

Речовина ядра (core) ЦКТ напівпровід-

ник n-типу, оболонки (shell) – напівпровід-

ник p-типу. Використовуємо циліндричну 

систему координат. Тоді у першому набли-

женні потенціальна енергія (модель обме-

жуючого потенціалу) має вигляд (pис. 1б): 

 

𝑈(𝑟, 𝑧) = {
0 у ядрі, якщо 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 та −

𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
,

𝑈0 у оболонці, якщо 𝑅 < 𝑟 ≤ 𝑅 + 𝑑 та 
𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
+ 𝑑.

(1) 

 
Рис. 1. а) – циліндрична квантова точка з оболонкою: R – радіус, H – висота, d – товщина оболонки; 

б) потенціальна енергія електрона: 𝑈0 – висота потенціальної ями 

Стаціонарне рівняння Шредінгера для 

хвильової функції 𝜓1(𝑟, 𝑧) S-електронів (ор-

бітальний момент 𝑙 = 0) у наближенні ефек-

тивної маси для ядра (область І) має вигляд: 

𝜕2𝜓1

𝜕𝑟2
+

1

𝑟
∙

𝜕𝜓1

𝜕𝑟
+

𝜕2𝜓1

𝜕𝑧2
+ 

+𝑘1
2 ∙ 𝜓1(𝑟, 𝑧) = 0, (2) 

де хвильове число 

𝑘1 =
√2𝑚1𝐸

ℏ
. (3) 

Розв’язок диференціального рівняння 

(2) знаходимо, використовуючи метод 

Фур’є розділення змінних: 

𝜓1(𝑟, 𝑧) = 𝐴 ∙ 𝜑1(𝑟) ∙ 𝜑2(𝑧) = 

= 𝐴 ∙ 𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑟) ∙ cos(𝑘4 ∙ 𝑧), (4) 

де 𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑟) – функція Бесселя нульового по-

рядку. 

Для оболонки (область ІІ) рівняння 

Шредінгера має вигляд: 

𝜕2𝜓2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟
∙

𝜕𝜓2

𝜕𝑟
+

𝜕2𝜓2

𝜕𝑧2
− 

−𝑘2
2 ∙ 𝜓2(𝑟, 𝑧) = 0, (5) 

де хвильове число 

𝑘2 =
√2𝑚1(𝑈0 − 𝐸)

ℏ
. (6) 

Диференціальне рівняння (5) є модифікова-

ним рівнянням Бесселя та має наступний 

розв’язок: 

𝜓2(𝑟, 𝑧) = 𝐵 ∙ 𝜑3(𝑟) ∙ 𝜑4(𝑧) = 

= 𝐵 ∙ 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑟) ∙ 𝑒−𝑘6∙𝑧, (7) 

де 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑟) – функція Макдональда (моди-

фікована функція Бесселя другого роду від 

уявного аргументу). 

Використовуючи рівняння Шредінгера (2), 

отримуємо: 

𝑘1
2 =

2𝑚𝐸

ℏ2
= 𝑘3

2 + 𝑘4
2. (8) 

З рівняння (5): 

𝑘2
2 =

2𝑚(𝑈0 − 𝐸)

ℏ2
= 𝑘5

2 + 𝑘6
2. (9) 

Тоді 

𝑘3
2 + 𝑘4

2 + 𝑘5
2 + 𝑘6

2 =
2𝑚𝑈0

ℏ2
. (10) 

Визначаємо власні значення енергії 𝐸𝑛,𝑚 та 

хвильові числа 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5 та 𝑘6. Хвильова фу-

нкція 𝜓(𝑟, 𝑧) повинна бути неперервною та 
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гладкою. Використовуємо граничні умови 

при 𝑟 = 𝑅: 

𝜓1(𝑅, 𝑧) = 𝜓2(𝑅, 𝑧), 

𝜑1(𝑅) = 𝐴 ∙ 𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑅) = 𝜑3(𝑅) = 

= 𝐵 ∙ 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑅), 

звідки 

𝐵 = 𝐴
𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑅)

𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑅)
, (11) 

𝜑1
′ (𝑅) = −𝐴 ⋅ 𝑘3 ∙ 𝐽1(𝑘3 ∙ 𝑅) = 

= 𝜑3
′ (𝑅) = −𝐵 ∙ 𝑘5 ∙ 𝐾1(𝑘5 ∙ 𝑅), 

тоді: 

𝑘3

𝑘5
=

𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑅) ∙ 𝐾1(𝑘5 ∙ 𝑅)

𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑅) ∙ 𝐽1(𝑘3 ∙ 𝑅)
. (12) 

При 𝑧 =
𝐻

2
: 

𝜓1 (𝑟,
𝐻

2
) = 𝜓2 (𝑟,

𝐻

2
), 

𝜑2 (
𝐻

2
) = cos (𝑘4 ∙

𝐻

2
) = 𝜑4 (

𝐻

2
) = 𝑒−𝑘6∙

𝐻
2 , 

тоді: 

cos (𝑘4 ∙
𝐻

2
) = 𝑒−𝑘6∙

𝐻
2 , (13) 

𝜑2
′ (

𝐻

2
) = −𝑘4 ∙ sin (𝑘4 ∙

𝐻

2
) = 𝜑4

′ (
𝐻

2
) =

= −𝑘6 ∙ 𝑒−𝑘6∙
𝐻
2 , 

тоді: 

𝑘4 ∙ sin (𝑘4 ∙
𝐻

2
) = 𝑘6 ∙ 𝑒−𝑘6∙

𝐻
2 . (14) 

Систему рівнянь (10), (12), (13), (14) 

розв’язуємо чисельним методом послідов-

них наближень (ітерацій) та визначаємо хви-

льові числа. 

Наприклад, при ефективній масі елект-

рона 𝑚 = 0,067𝑚0 (GaAs); 𝑈0 = 1,2𝑒𝐵 ≫ 
≫ 𝐸𝑛,𝑚; 𝑅 = 6 ∙ 10−9м, 𝐻 = 1,2 ∙ 10−8м,  

𝑑 = 3 ∙ 10−9м та 𝑛 = 𝑚 = 1 отримаємо: 

𝑘3,1,1 = 0,36 ∙ 109м−1, 

𝑘4,1,1 = 0,2 ∙ 109м−1, 

𝑘5,1,1 = 1,34 ∙ 109м−1, 

𝑘6,1,1 = 0,4 ∙ 109м−1. 

Власне значення енергії 

𝐸1,1 = 0,153 ∙ 10−19Дж. 

Аналогічно визначаємо власну енергію та 

хвильові числа для другої радіальної та аксі-

альної моди 𝑛 = 𝑚 = 2: 

𝑘3,2,2 = 0,81 ∙ 109м−1, 

𝑘4,2,2 = 0,7 ∙ 109м−1, 

𝑘5,2,2 = 0,81 ∙ 109м−1, 

𝑘6,2,2 = 0,57 ∙ 109м−1. 

Власне значення енергії 

𝐸2,2 = 1,034 ∙ 10−19Дж. 

Будуємо графіки хвильових функцій для 

радіальної моди (pис. 2) при 𝐴 = 1 для  
𝑛 = 𝑚 = 1 та 𝑛 = 𝑚 = 2: 

𝜑5(𝑟) = {
𝐽0(𝑘3 ∙ 𝑟), якщо 𝑟 ≤ 𝑅,

𝐵 ∙ 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑟), якщо 𝑅 < 𝑟 ≤ 𝑅 + 𝑑.
(15) 

 
Рис. 2. Графіки хвильових функцій для радіальної моди при  

𝑅 = 6 нм, 𝐻 = 12 нм, 𝑑 = 3 нм, 𝑈0 = 1,2eB, 𝑛 = 𝑚 = 1 
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Будуємо графіки хвильових функцій для аксіальної моди (рис. 3) при 𝐴 = 1 для  

𝑛 = 𝑚 = 1 та 𝑛 = 𝑚 = 2: 

𝜑6(𝑧) = {
cos(𝑘4 ∙ 𝑧), якщо |𝑧| ≤

𝐻

2
,

𝑒−𝑘6∙𝑧, якщо
𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
+ 𝑑.

(16) 

 
Рис. 3. Графіки хвильових функцій для аксіальної моди при  

𝑅 = 6 нм, 𝐻 = 12 нм, 𝑑 = 3 нм, 𝑈0 = 1,2eB, 𝑛 = 𝑚 = 2 

Будуємо 3D графіки [15] відносної (𝐴 = 1) щільності ймовірності для електрона у цилі-

ндричній квантовій ямі з оболонкою, яка дорівнює: 

𝜌(𝑟, 𝑧) = |𝜓(𝑟, 𝑧)|2 = {
|𝜓1(𝑟, 𝑧)|2, якщо |𝑟| ≤ 𝑅 та |𝑧| ≤

𝐻

2
,

|𝜓2(𝑟, 𝑧)|2, якщо 𝑅 < |𝑟| < 𝑅 + 𝑑 або 
𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
+ 𝑑.

(17) 

  
a) b) 

Рис. 4. Графіки щільності ймовірності для аксіальних та радіальних мод при 

𝑅 = 6 нм, 𝐻 = 12 нм, 𝑑 = 12 нм, 𝑈0 = 1,2eB, a) 𝑛 = 𝑚 = 1, b) 𝑛 = 𝑚 = 2 

Мінімальна власна енергія електрона у 

ЦКТ суттєво залежить від розмірів (𝑅, 𝐻) 

квантової точки та збільшується, якщо роз-

міри зменшуються. Мінімально допустимі 

розміри ЦКТ визначаються параметрами 

кристалічної гратки: 𝐷𝑚𝑖𝑛, 𝐻𝑚𝑖𝑛 приблизно 

1 нм. В подальшому значний інтерес пред-

ставляє розгляд стану електрона у сферич-

ній квантовій точці з оболонкою. 

3. Висновки 

У роботі розглянуто розв’язок рівняння 

Шредінгера у циліндричній системі коорди-

нат для стаціонарних станів S-електронів у 

ЦКТ з оболонкою. Отримано хвильові фун-

кції та дискретну модель розподілу щільно-

сті ймовірностей знаходження електрона в 
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заданій області ЦКТ з оболонкою. Дослі-

джено залежність власної енергії електрона 

від параметрів ядра та оболонки квантової 

точки. Результати досліджень математич-

ного, комп’ютерного моделювання викори-

стовуються для методичного забезпечення 

лабораторного практикуму з курсу «Фізичні 

основи сучасних інформаційних техноло-

гій». В подальшому представляє значний ін-

терес дослідження моделей сферичних ква-

нтових точок з оболонкою та визначення 

дискретного спектру власних значень енер-

гії електрона. 
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