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Досліджено термомеханічні властивості в’язкопружного матеріалу. 

Розглянуто задачу про гармонічні коливання гумоподібного стер-

жня при кінематичному навантаженні, прикладеному на одному з 

його кінців. Для розв’язання задачі використано концепцію компле-

ксних модулів. Отримані амплітудно-частотні характеристики для 

напруження та деформації. Введено дисипативну функцію, за допо-

могою якої досягнуто дисипативний розігрів стержня. На основі  

скінченно-елементної моделі побудовано розв’язок задачі з враху-

ванням в’язкопружних властивостей матеріалу. Проаналізовано ре-

зультати згідно з термомеханічними властивостями матеріалу. Зроб-

лені відповідні висновки щодо поведінки гумоподібного матеріалу 

при термомеханічному навантаженні. Перевірено достовірність зна-

чень частот для перших резонансів. 
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The Thermomechanical coupling problems are common phenomena in 

the field of Solid Mechanics. In the area of structural mechanics and ma-

terials engineering the primary motivation for studying damping is its im-

portance as an engineering property in the analysis of structural response 

and performance. There are a number of interesting applications where 

modeling viscoelastic materials is fundamental, including uses in civil 

engineering, the food industry, land mine detection and ultrasonic imag-

ing. Nowadays, in structural design, the analysis of all but simple struc-

tures is carried out using the finite element method. This investigation 

deals with the notions of stress-strain and strain-displacements relation, 

which are fundamental in understanding mechanics.  

The problem on harmonic vibration of a viscoelastic rubber-like rod un-

der kinematic load at one of its ends is considered. The thermomechanical 

properties of a viscoelastic material is investigated. The external loading 

has a significant influence on the dynamic characteristics of the material. 

By using the complex moduli, the problem on vibration of the viscoelastic 

rod was solved. The complex shear and Young’s moduli of a rubber-like 

material should exhibit the same dependence on frequency. The proper-

ties of a rubber-like material was applied. The temperature influence is 

associated both with the Newton boundary conditions and dissipative 

heating. The dissipative function is expressed in terms of deformations. 

The frequencies of high-damping materials occur at or near frequencies 

that are normally of interest in vibration problems at room temperature. 

For solving the problem a finite element model was applied. Using this 

model, qualitative analysis of the influence of dynamic load and dissipa-

tive heating on the resonant vibrations of viscoelastic rod is performed. 

According to the theory of viscoelasticity an analysis of the results was 
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done. The reliability of the values of frequencies for the first resonances 

was checked. The numerical results of the problem on vibration of a vis-

coelastic cylindrical rod under kinematic load at one of its end by the 

general thermomechanical laws on vibration in damped mechanical sys-

tems were obtained and investigated. The numerical understanding of the 

thermomechanical coupling of rubber-like materials is a prerequisite to 

predict the temperature rise in viscoelastic components. Distribution of 

the temperature of dissipative heating along the rod axis is built and ana-

lyzed. 

 

1. Вступ 

Еластомерні та полімерні матеріали є 

незамінними в багатьох практичних засто-

суваннях завдяки їх дисипативним власти-

востям та високій деформівній здатності. 

Важливість дослідження термомеханічної 

поведінки елементів конструкції, які склада-

ються з полімерів та еластомерів, виникає в 

багатьох сферах сучасної техніки, у тому чи-

слі при розрахунку механічного та тепло-

вого стану гумотехнічних виробів,  

віброізоляторів, великогабаритних пневма-

тичних шин тощо. Виходячи з досягнень та 

вимог в технічному плані у промисловому 

світі, такі елементи, як автомобільні шини, 

ролики транспортерів, покришки, підшип-

ники, в процесі експлуатації піддаються дії 

цілого комплексу навантажень, які мають 

суттєвий вплив на динамічні характерис-

тики матеріалів. Внаслідок таких специфіч-

них властивостей цих матеріалів, як істотна 

залежність механічних характеристик від 

температури, низька теплопровідність, зна-

чні внутрішні втрати, тривале динамічне на-

вантаження, може супроводжуватися висо-

ким рівнем дисипативного розігріву. Взає-

модія теплових та механічних полів у в’яз-

копружних тілах вивчається в межах теорії 

термов’язкопружності. Тепер термомеха- 

нічний стан гумоподібних елементів дослід-

жується зазвичай на основі розв’язання 

зв’язаних задач лінійної термов’язкопруж-

ності, в яких співвідношення між напружен-

нями та деформаціями є лінійними, хоча при 

цьому враховується залежність властивос-

тей матеріалу від температури. Демпфуюча 

здатність матеріалу грає величезну роль в 

динамічній поведінці конструкції. Існує ве-

лика кількість досягнень та розробок в цій 

сфері науки, але також є багато матеріалів, 

над якими можна проводити розрахунки та 

отримувати нові результати. 

2. Математична модель термопружних 

коливань 

Використання концепції комплексних 

модулів має широке застосування в сучасній 

інженерії [5], крім того, цей метод є зручним 

для опису поведінки в’язкопружного мате-

ріалу [7]. Комплексними будуть модуль 

Юнга 𝐸̃ = 𝐸′ + 𝑖𝐸″, амплітуда напруження 

𝜎̃ = 𝜎′ + 𝑖𝜎″, амплітуда деформації  

𝜀̃ = 𝜀′ + 𝑖𝜀″, при цьому коефіцієнт Пуассона 

𝜈 залишається дійсним. Запишемо основні 

співвідношення між комплексними моду-

лями для в’язкопружного матеріалу: 

𝜇 =
𝐸̃

2(1 + 𝜈)
, 𝜆̃ =

𝜈𝐸̃

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
. (1) 

Гармонічні коливання у в’язкопруж-

ному середовищі у спрощеній постановці 

описуються рівнянням вигляду 

(𝜆̃ + 𝜇)∇⃑⃑ ∇⃑⃑ ⋅ 𝐮̃ + 𝜇∇2𝐮̃ + 𝜌𝜔2𝐮̃ = 0, (2) 

де 𝜆̃ = 𝜆′ + 𝑖𝜆″, 𝜇 = 𝜇′ + 𝑖𝜇″ – комплексні 

коефіцієнти Ламе, 𝜔 – кругова частота коли-

вань, 𝜌 – густина матеріалу. Рівняння запи-

сане в термінах переміщень.  

При коливаннях в’язкопружного матері-

алу відбуваються втрати енергії, що приво-

дить до його нагрівання. Інтенсивність виді-

лення тепла при гармонічних коливаннях 

описується усередненою дисипативною  

функцією, яка може бути виражена через 

амплітуди деформацій 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(
∂𝑢𝑖

∂𝑥𝑗
+

∂𝑢𝑗

∂𝑥𝑖
) 

у вигляді 
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𝜔

2
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де 𝛾𝑖𝑗 = 2𝜀𝑖𝑗,   𝑖 ≠ 𝑗,  

𝜆″ =
𝜈E″

(1 + ν)(1 − 2ν)
, μ″ =

E″

2(1 + ν)
. 

Передачу тепла у середовищі описува-

тимемо рівнянням теплопровідності відно-

сно наближених, усереднених за період ко-

ливань значень температури 𝑇̄: 

𝑘∇2𝑇̄ + 𝐷̄ = 𝜌𝑐
∂𝑇̄

∂𝑡
, (4) 

де 𝑘 – коефіцієнт теплопровідності, 𝑐– теп-

лоємність. 

3. Постановка задачі про термопружні 

коливання циліндричного стержня  

з кінематичним збудженням 

Задача про дисипативний розігрів 

розв’язується на прикладі гармонічних ко-

ливань скінченного циліндричного стержня 

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑙 та радіусом R (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема навантаження 

На верхньому кінці стержня задана кіне-

матична умова: 

𝑢̃𝑧|𝑧 = 𝑙 = 𝑢0. (5) 

Нижній край стержня жорстко закріпле-

ний. 

У початковий момент часу стержень має 

температуру навколишнього середовища 𝑇0. 

На його бічній поверхні накладається умова 

Ньютона, яка наближено описує конвекти-

вну теплопередачу: 

𝑄 = −𝑘
∂𝑇̄

∂𝑛
|𝑟 = 𝑅 = 𝛼(𝑇̄ − 𝑇0), (6) 

де 𝑄 – густина теплового потоку, 𝛼 – коефі-

цієнт тепловіддачі. Верхній та нижній кінці 

стержня теплоізольовані (рис. 2). 

 

 

z 

r 

T0 

 

l 

R 
 

Рис. 2. Схема теплової задачі 

4. Розв’язок задачі та  

чисельні розрахунки 

При чисельному розрахунку задачі були 

взяті наступні значення: R = 0,01 м, l = 0,2 м, 

u0 = 0,0001 м, T0 = 20C. 

Для отриманої зв’язаної термомеханіч-

ної задачі як гумоподібний матеріал був ви-

браний неогуківський матеріал, який має на-

ступні термомеханічні величини: 

𝐸′ = 107
Н

м2
, 𝐸″ = 105

Н

м2
, 

𝜇′ =
𝐸′

2(1 + 𝜈)
= 3,356 × 106

Н

м2
, 

𝜇″ =
𝐸″

2(1 + 𝜈)
= 3,356 × 104

Н

м2
, 

𝜈 = 0,49, 𝜌 = 1200
кг

м3
, 𝑐 = 2005

Дж

кг·𝐶
, 

 𝑘 = 0,09
Вт

м·С
 , 𝛼 = 8,2

Вт

м2·𝐶
. 

Задача розглядалася в наступному час-

тотному діапазоні: 0 ≤ 𝑓 ≤ 1000 Гц, а 

розв’язок задачі будувався в околі першого 

резонансу f = 114 Гц. 
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Використовуючи скінченно-елементну 

модель, були отримані розподіли напру-

ження, деформації, переміщення та темпе-

ратури вздовж стержня при частоті, близь-

кій до резонансної при заданих механічних 

та теплових умовах. Нижче наведені розпо-

діли деформації та температури, де значення 

температур вказані в градусах С (рис. 3, 4). 

 
Рис. 3. Розподіл деформації вздовж стержня 

 
Рис. 4. Розподіл температури вздовж стержня 

Задача про дисипативний розігрів в’яз-

копружного стержня нестаціонарна, тому 

також побудовано температурно-часова 

(час вказано в секундах) залежність в точці 

максимального розігріву, яку помітно з роз-

поділу температури вздовж стержня (рис. 5). 

 
Рис. 5. Залежність температури від часу в точці най-

більшого розігріву 

З графіка бачимо, що температура з ча-

сом встановлюється, тобто ніяких небезпеч-

них процесів не відбувається. 

5. Висновки 

Використовуючи концепцію комплекс-

них модулів, була розв’язана термомехані-

чна задача про розігрів циліндричного стер-

жня при гармонічних поздовжніх коливан-

нях в околі першої резонансної частоти. 

Дану задачу в термінах комплексних амплі-

туд основних польових змінних розв’язано 

із застосуванням методу скінченних елемен-

тів, який узагальнено на випадок амплітуд-

них співвідношень при гармонічному дефо-

рмуванні. З графіка розподілу температури 

бачимо, що температура зростає згори до-

низу та спадає від середини стержня до біч-

ної поверхні. Це зумовлено збільшенням ам-

плітуди деформацій та напружень на даній 

формі коливань у нижній частині стержня. 

При амплітуді переміщення на верхній по-

верхні стержня 10–3 м та температурі зовні-

шнього середовища 20 С найбільше зна-

чення температури досягається в нижній се-

редній точці стержня: Tmax = 21,16 C. Таким 

чином, можемо зробити висновок, що скін-

ченно-елементне моделювання дозволяє 

ефективно розв’язувати термомеханічні за-

дачі про розігрів в’язкопружних тіл з вико-

ристанням концепції комплексних модулів. 
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