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Статья посвящена численному моделированию температурных по-
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говой схемы интегрирования по времени.  
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The article is devoted to the numerical simulation of temperature fields 

and the quasistatic stress-strain state of multilayer cylindrical elements of 

rocket motor under non-stationary temperature effects. Solid propellant 

rocket motor (SRM), in particular, is considered. The motor consists of a 

hollow cylinder propellant, supported on the side surface and the ends of 

a three-layer shell. The fuel material is assumed to be a linearly viscoe-

lastic material, while the shell is assumed to be a linearly elastic material. 

The problem of the thermo stress-strain state of the motor with a sharp 

change of ambient temperature is considered. Equations of viscoelasticity 

for fuel are simplified by the Shapery method, with volumе deformation 

assumed to be elastic. In this case, the initial problem is reduced to the 

problem of thermoelasticity, which is solved by the finite element method 
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using a stepwise integration scheme over time. For the demonstration ver-

sion of solid propellant rocket motors, the effect of temperature difference 

on its surface on the deformed state was studied. Estimates are given of 

tensile deformations on the surface of the channel, as well as radial 

stresses at the fuel-insulation, insulation-corpus interface when the ambi-

ent temperature changes from 20°C to -40°C. 

 

1. Введение 

Проектирование ракетных двигателей с 

твердым топливом привело к изучению си-

стемы, состоящей из полого вязкоупругого 

цилиндра, заключенного в тонкую упругую 

оболочку [1, 2, 3]. 

Одной из основных проблем проектиро-

вания ракет с ракетным двигателем на твер-

дом топливе (РДТТ) является обеспечение 

прочности элементов ракеты. При этом 

можно выделить следующую отдельную за-

дачу – расчет напряженно-деформирован-

ного состояния (НДС) корпуса и заряда ра-

кеты с РДТТ в условиях переменных темпе-

ратур. 

Температурное нагружение корпуса и 

заряда ракеты имеет место в течение всего 

времени эксплуатации ракеты, начиная с 

момента ее изготовления и кончая работой 

двигателя во время полета. Температурные 

напряжения возникают при полимеризации 

заряда, при послеполимеризационном охла-

ждении, в процессе хранения и термостати-

ровании ракеты, при нагреве в полете, при 

воздействии вибрационных нагрузок в ре-

зультате повышения температуры из-за ги-

стерезисных потерь в вязкоупругом матери-

але заряда и т.п. Поэтому расчет темпера-

туры корпуса и заряда ракеты, а также вы-

званных ею температурных напряжений и 

деформаций является очень важным при 

оценке работоспособности РДТТ. 

Расчет температурных напряжений в ра-

кетных двигателях на твердом топливе свя-

зан с математическими и вычислительными 

трудностями, обусловленными такими фак-

торами, как сложность геометрии ракетного 

двигателя, сложное реологическое поведе-

ние заряда ракеты, в частности, его неупру-

гие (вязкоупругие) свойства [4], и суще-

ственная зависимость механических харак-

теристик топлива от температуры, нелиней-

ность определяющих уравнений, связываю-

щих напряжения, деформации и темпера-

туру и др. Поэтому при математическом мо-

делировании термомеханического состоя-

ния корпуса ракеты и заряда необходимо 

принимать некоторые упрощающие предпо-

ложения. Во-первых, принимается предпо-

ложение о линейности определяющих урав-

нений. Во-вторых, предполагается, что зави-

симость функций релаксации в этих уравне-

ниях от температуры может быть учтена со-

гласно гипотезе о его термореологически 

простом поведении [5]. Объемное деформи-

рование топлива предполагается упругим, а 

уравнение для сдвигового деформирования 

упрощается на основе метода Шепери [6]. 

Аналитические методы не позволяют полу-

чить решения указанных задач для реальной 

геометрии двигателя. 

В настоящей работе с учетом сделанных 

выше предположений на основе разработок 

[7] развита конечно-элементная методика и 

проведен расчет температурного поля и 

НДС РДТТ при резком изменении темпера-

туры окружающей среды. 

2. Постановка задачи 

В качестве объекта исследования рас-

сматривается демонстрационный вариант 

РДТТ, меридиональное сечение которого 

показано на рис. 1 а (конечно-элементная 

разбивка). 

На рис. 1 б показано сечение А–А с точ-

ками 1, 2 и 3, в которых ниже будет прове-

ден анализ НДС. Точка 3 расположена в цен-

тре жесткой оболочки корпуса, которая 

ограничена двумя слоями теплоизолирую-

щего материала. Область между точками 1 и 

2 занята топливом. Канал двигателя предпо-

лагается круговым. 

Постановка осесимметричной задачи 

теплопроводности в системе координат 

𝑂𝑟𝑧𝜙 включает балансовые уравнения в ци-

линдрической системе координат для каж-

дого из слоев 

∂

∂𝑧
(𝜆

∂𝑇

𝑑𝑧
) +

1

𝑟

∂

∂𝑟
(𝜆𝑟

∂𝑇

𝑑𝑟
) = 𝑐

∂𝑇

𝑑𝑡
. (1) 
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Рис. 1. Схема объекта 

Граничные условия на поверхности 

имеют вид 

− (𝜆
∂𝑇

𝑑𝑧
𝑛𝑧 + 𝜆

∂𝑇

𝑑𝑟
𝑛𝑟) = 𝛼𝑠(𝑇 − 𝑇𝐶). (2) 

На поверхности между слоями 𝑘 и 𝑘 + 1 

принимаются условия идеального тепло-

вого контакта 

𝑇(𝑘) = 𝑇(𝑘+1), 𝑞𝑛
(𝑘)

= 𝑞𝑛
(𝑘+1)

. (3) 

Задаются также начальные условия для 

температуры 

𝑇(𝑧, 𝑟, 0) = 𝑇0(𝑧, 𝑟). (4) 

Здесь 𝑇 – температура, 𝑐 – объемная теп-

лоемкость, 𝜆 – коэффициент теплопровод-

ности, 𝛼𝑠 – коэффициент теплоотдачи в 

точке (𝑧, 𝑟) на граничной поверхности, 𝑇𝐶 – 

температура окружающей среды, 𝑇0 – 

начальная температура, 𝑛𝑟 и 𝑛𝑧 – компо-

ненты вектора внешней нормали. 

Уравнения квазистатического равнове-

сия имеют вид 

∂𝜎𝑟𝑟

∂𝑟
+

1

𝑟
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) +

∂𝜎𝑟𝑧

∂𝑧
= 0, 

∂𝜎𝑟𝑧

∂𝑟
+

1

𝑟
𝜎𝑟𝑧 +

∂𝜎𝑧𝑧

∂𝑧
= 0, (5) 

где 𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝜙𝜙 – компоненты тензора 

напряжений. 

Вся поверхность тела предполагается 

свободной от нагрузки, а на поверхностях 

контакта слоев имеет место идеальный ме-

ханический контакт. 

Механические свойства материалов 

слоев цилиндра описываются определяю-

щими уравнениями. 

Твердое топливо (ТТ) предполагается 

линейно вязкоупругим изотропным термо-

реологически простым материалом. С уче-

том гипотезы объемной упругости связь де-

виаторных и шаровых составляющих тензо-

ров напряжений и деформаций имеет вид: 

𝑠𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑡) = 2 ∫ 𝐺(𝜉 − 𝜉′)
∂𝑒𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝜏)

∂𝜏
𝑑𝜏, (6)

𝑡

−∞

 

𝜎𝑘𝑘 = 3𝐾(𝜀𝑘𝑘 − 𝜀𝑘𝑘
𝑇 ). (7) 

где 𝐾 – модуль объемного сжатия,  

𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐺(𝜉) – функция релаксации при 

сдвиге. 

Здесь приведенные времена 𝜉 и 𝜉 ′ опре-

деляются следующим образом: 

𝜉 = ∫
𝑑𝜂

𝑎𝑇(𝑇(𝑥𝑖 , 𝜂)

𝑡

0

, 

𝜉′ = ∫
𝑑𝜂

𝑎𝑇(𝑇(𝑥𝑖, 𝜂)

𝜏

0

, (8) 

причем 𝑎𝑇(𝑇) – функция сдвига, определя-

ющая горизонтальный сдвиг изотермиче-

ской функции релаксации вдоль шкалы 

𝑙𝑜𝑔 𝑡 для разных температур.  

Согласно Williams-Landel-Ferry [5] 

имеем 

𝑙𝑜𝑔 𝑎𝑇 =
−𝐶1(𝑇 − 𝑇𝑟𝑒𝑓)

𝐶2 + (𝑇 − 𝑇𝑟𝑒𝑓)
, (9) 

где 𝑇𝑟𝑒𝑓 – отсчетная температура, 𝐶1, 𝐶2  – 

материальные коэффициенты. 

Физические уравнения термоупругости 

для материалов изоляции и оболочки описы-

ваются законом Гука. 

Следуя Shapery [6], принимаем функ-

цию релаксации при одноосном растяжении 

𝐸𝑟𝑒𝑙 в виде ряда Прони: 

𝐸𝑟𝑒𝑙(𝑡) = 𝐸∞ + ∑ 𝐴𝑘 𝑒𝑥𝑝( − 𝑡/2𝑎𝑇𝜏𝑘),

𝑛

𝑘=1

(10) 

где 𝐸∞ – равновесный модуль, 𝜏𝑘 – времена 

релаксации, 𝐴𝑘 – константы. 
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Преобразование Лапласа для (10) дает 

т.н. операционный модуль: 

𝐸(𝑠) = 𝑠�̄�𝑟𝑒𝑙(𝑠) = 

= 𝐸∞ + ∑
𝑠𝐴𝑘

𝑠 +
1

2𝑎𝑇𝜏𝑘

.           (11)

𝑛

𝑘=1

 

С учетом гипотезы 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 получаем 

выражения операционных коэффициентов 

Пуассона и модуля сдвига 

𝜈(𝑠) =
1

2
[1 −

𝐸(𝑠)

3𝐾
], 

𝐺(𝑠) =
3𝐾𝐸(𝑠)

9𝐾 − 𝐸(𝑠)
. (12) 

Для любого момента времени, подстав-

ляя величину 𝑠 = 1/2𝑡 в уравнения (11), 

(12), получаем величины 𝐺(𝑡), 𝜈(𝑡) и 𝐸(𝑡), 

которые могут быть использованы в ассоци-

ированном упругом решении. Оно может 

рассматриваться как приближенное в 

смысле Шепери зависящее от времени ре-

шение задачи вязкоупругости. 

3. Методика решения задачи 

Конечно-элементный подход основан на 

Лагранжевых вариационных формулиров-

ках, представленных выше осесимметрич-

ных задач теплопроводности и квазистатики 

𝛿𝐼(𝑇) = ∫ [𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑧
𝛿 (

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) + 𝜆

𝜕𝑇

𝜕𝑟
𝛿 (

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝐹

 

+𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝛿𝑇] 𝑟𝑑𝑧𝑑𝑟 + 

+ ∫𝛼𝑠(𝑇 − 𝑇𝑐)𝛿𝑇𝑟𝑑𝑙
𝐿

= 0, (13) 

𝛿𝐸(𝑢) = ∫(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 − 𝐾𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝐹
𝐹

− 

− ∫𝑡𝑛𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑙 = 0, (𝑖, 𝑗 = 𝑧, 𝑟, 𝜙
𝐿

),   (14) 

где 𝐹 и 𝐿 – поверхность и контур меридио-

нального сечения, 𝑡𝑛 – вектор внешних уси-

лий. 

При решении вариационных уравнений 

(13) и (14) используется изопараметриче-

ский восьмиузловой четырехугольный ко-

нечный элемент.  

Поскольку задача термомеханики не яв-

ляется связанной, то сначала решается за-

дача теплопроводности, а затем, с учетом за-

висимости свойств материала от темпера-

туры, решается задача квазистатического 

равновесия. 

Вязкоупругие характеристики топлива 

задаются выражениями для функции релак-

сации при одноосном растяжении 𝐸𝑟𝑒𝑙 и мо-

дуля объемного сжатия 𝐾: 

𝐸𝑟𝑒𝑙 = 𝐸∞ + ∑ 𝐴𝑘𝑒
−

𝑡
2𝜏𝑘𝑎𝑇

𝑛

𝑘=1

, (15) 

𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 3530МПа, 
значения 𝜏𝑘 и 𝐴𝑘 приведены в таблице 1 [8]. 

Таблица 1. Значения параметров 𝜏𝑘 и 𝐴𝑘 

𝑘 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

𝑙𝑔 𝜏𝑘 -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

𝐴𝑘 0,117 15,88 38,73 53,02 22,56 13,93 5,22 4,56 1,39 1,19 0,446 0,414 0,026 0,010 0,046 0,066 

 

Для длительного 𝐸∞, мгновенного 𝐸(0) 

(согласно (15)), а также отсчетного 𝐸н (ис-

пользуемого в упругих расчетах) модуля 

имеем значения 

𝐸∞ = 2МПа, 𝐸(0) = 159,6МПа, 

𝐸н = 5МПа. (16) 

В рамках приближенного метода Ше-

пери преобразование Лапласа уравнения 

(15) приводит к упругой задаче с перемен-

ным модулем 

𝐸(𝑡) = 𝐸∞ + ∑
𝑠𝐴𝑘

𝑠 +
1

2𝑎𝑇𝜏𝑘

16

𝑘=1

, (17) 

где 𝑠 = 1/2𝑡. 

Для коэффициента линейного теплового 

расширения 𝛼, коэффициента теплопровод-

ности 𝑘 и объемной теплоемкости топлива 𝑐 

имеем [9] 

𝛼 = 10−4
1

°𝐶
, 𝑘 = 0,15

Вт

м
°С, 

с = 1,98 ⋅
106Дж

м3
°С (18) 

и значения: 

𝐶1 = 6, 𝐶2 = 157, 

𝑇𝑟𝑒𝑓 = 193°𝐾(−80°𝐶). (19) 
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Теплоизоляция предполагается упругим 

материалом со следующими значениями 

физико-механических характеристик: 

𝐸 = 5,0 МПа, 𝜈 = 0,4999, 

𝛼 = 3 ⋅ 10−4
1

°С
, 𝑘 = 0,2

Вт

м
°С, 

с = 6,46 ⋅ 106
Дж

м3
°С. (20) 

Корпус заряда предполагается изготов-

ленным из изотропного упругого материала 

со следующими физико-механическими ха-

рактеристиками [10]: 

𝐸 = 38,29 ГПа, 𝛼 = 2 ⋅ 10−6
1

°𝐶
, 

𝑘 =
2,1Вт

м
°𝐶, 𝑐 = 1,8 ⋅

106Дж

м3
°С. (21) 

4. Расчет термонапряженного состояния 

РДТТ 

Рассматривается задача для объекта 

(рис. 1 а) с начальной температурой  

𝑇0 = 20°𝐶, помещенного в окружающую 

среду с температурой 𝑇𝐶 = −20°𝐶 и  

𝑇𝐶 = −40°𝐶. Осуществляется конвектив-

ный теплообмен на внешней боковой по-

верхности изделия 𝑟 = 0,45 м, 0 < 𝑧 < 2,7 м 

и по торцам 𝑧 = 0 и 𝑧 = 2,7 м с коэффици-

ентом теплоотдачи 𝛼 = 20 Вт/м2°С. Внут-

ренняя поверхность теплоизолирована. 

 
Рис. 2. Кривые охлаждения точек 1 и 2 при  

температуре окружающей среды 

𝑇𝐶 = −20°𝐶 (пунктирные линии) и 𝑇𝐶 = −40°𝐶 

(сплошные линии) 

Кривые охлаждения крайних точек топ-

лива 1 и 2 в срединном сечении А − 𝐴 

(рис. 1б) показаны на рис. 2. 

Временные зависимости компонент 

напряжений в точке 1 показаны на рис. 3а.  

Видно, что при 𝑡 ≃ 104 𝑐 напряжения в 

этой точке проходят фазу сжатия, затем на 

внутренней поверхности в интервале 

105𝑐 < 𝑡 < 106𝑐 в топливе формируется 

растягивающие напряжения. Основным ре-

зультатом является формирование суще-

ственных по уровню окружных напряжений 

𝜎𝜙𝜙. В окрестности точки 2 (рис. 1б) напря-

жения проходят те же стадии эволюции, но 

по уровню они примерно в 2 раза ниже. 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Временные зависимости напряжений  

в точках 1 и 2. Сплошные линии – 𝑇𝐶 = −40°𝐶, 

пунктирные – 𝑇𝐶 = −20°𝐶 

Аналогичным образом происходит эво-

люция деформаций (рис. 4). При этом мак-

симальной растягивающей компонентой яв-
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ляется 𝜀𝜙𝜙, которая достигает 8%. Деформа-

ции в точке 2 на порядок ниже, чем в точке 

1, поскольку материал стеснен жесткой обо-

лочкой корпуса. 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Временные зависимости деформаций 

в точках 1 и 2. Сплошные линии – 𝑇𝐶 = −40°𝐶, 

пунктирные – 𝑇𝐶 = −20°𝐶 

Эволюция напряжений в точке 3, рас-

положенной в срединной поверхности кор-

пуса изделия, показана на рис. 5. В корпусе 

при остывании в сечении А–А формируются 

сжимающие остаточные напряжения. 

Максимальными по модулю являются 

окружные напряжения 𝜎𝜙𝜙, достигающие 

при 𝑇𝐶 = −40°𝐶 значения –  5 МПа. 

 
Рис. 5. Временные зависимости напряжений 

в точке 3. Сплошные линии – 𝑇𝐶 = −40°𝐶, 

пунктирные – 𝑇𝐶 = −20°𝐶 

Растяжение топлива и сжатие оболочки 

в равновесном охлажденном состоянии обу-

словлено тем, что коэффициент теплового 

расширения топлива существенно выше, 

чем композита оболочки. 

Для восприятия полной картины оста-

точного напряженного состояния на рис. 6 

приведены изолинии наиболее существен-

ной компоненты 𝜎𝜙𝜙 в меридиональной 

плоскости. В средней части изделия 

наибольшие напряжения в зоне топлива до-

стигаются в области малого радиуса канала 

(рис. 6 а). 

Там же действуют и максимальные сжи-

мающие напряжения в оболочке (рис. 6 б). В 

окрестности торцов изделия имеются обла-

сти концентрации напряжений, обусловлен-

ные конструктивными особенностями со-

пряжения топлива и корпуса. 

В области малого радиуса канала дей-

ствуют и максимальные растягивающие 

окружные деформации (рис. 7). Максималь-

ную деформируемость этой зоны подтвер-

ждают и радиальные распределения растя-

гивающих деформаций 𝜀𝜙𝜙 и сжимающих 

𝜀𝑟𝑟, показанные на рис. 8 а и 8 б. 

5. Выводы 

Представленные результаты для задачи 

об остывании РТТД позволяют сделать сле-

дующие выводы для случая 𝑇𝑐 = −40°𝐶. 
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а                                                б 

Рис. 6. Распределение 𝜎𝜙𝜙 при 𝑇0 = 20°𝐶, 𝑇𝐶 = −40°𝐶: а – в топливе; б – в оболочке 

 
Рис. 7. Распределение 𝜀𝜙𝜙 по 𝑧 в наполнителе вдоль внутренней поверхности канала. 

Сплошная линия – 𝑇𝐶 = −40°𝐶, пунктирная – 𝑇𝐶 = −20°𝐶. 

Тонкие линии – распределение 𝜀𝜙𝜙 в топливе вдоль линии контакта с изоляцией 

 
а                                                                                      б 

Рис. 8. Распределение 𝜀𝜙𝜙 (а) и 𝜀𝑟𝑟 (б) по 𝑟 в среднем сечении (сечение А – А на рис. 5.3а). 

Сплошная линия – 𝑇𝐶 = −40°𝐶, пунктирная – 𝑇𝐶 = −20°𝐶 

0
.1

5

0.1

0
.1

0
.1

3

0
.2

0
.1

3
0.13

r, m

z
,
m

0 0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

0.2

0.15

0.13

0.12

0.1

0

-4.8




, Ma

M

M

0.12

10

0.2

0.1

0.2

0.12

0

0

-4.8

0
.2

7

5

-4.8

0.12

0.12

0.27

-4.8

r, m

z
,
m

0.44 0.46

0.5

1

1.5

2

2.5

10

5

0.27

0.2

0.12

0.1

0

-4.8




, Ma

M

M

z, m
0 0.5 1 1.5 2 2.5

z z

2.66 2.68 2.7

 


0 0.02 0.04
0

0.02

0.04

0.06

0.08

r, m

 


0.1 0.2 0.3 0.4

0

0.02

0.04

0.06

r, m

 r
r

0.1 0.2 0.3 0.4

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0



 Visnyk of Zaporizhzhia National University. Physical and Mathematical Sciences 165 

Вісник Запорізького національного університету № 2, 2019 

В остаточном состоянии топливо нахо-

дится в состоянии растяжения (по напряже-

ниям) с максимальным растягивающим 

напряжением 𝜎𝜙𝜙 ≈ 5МПа. 

Максимальные растягивающие напря-

жения и деформации 𝜀𝜙𝜙 ≈ 8% достига-

ются на поверхности канала. 

Максимальные радиальные напряжения 

𝜎𝑟𝑟 на границах топливо–изоляция, изоля-

ция–оболочка(корпус), корпус–внешняя 

изоляция не превышают 0,1МПа.  

В торцевых областях РДТТ имеет место 

концентрация напряжений, обусловленная 

особенностями сопряжения топлива и кор-

пуса. 
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