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У статті досліджено якісний і кількісний вплив початкових (залишкових) 
напружень на закон розподілу контактних характеристик при взаємодії 
пружних скінчених накладок (стрингерів), при їх періодичному 
розміщенні, з двома попередньо напруженими смугами, що защемлені 
одним краєм. Дослідження проведено у загальному вигляді для теорії 
великих (скінченних) початкових деформацій і двох варіантів теорії 
малих початкових деформацій в рамках лінеаризованої теорії пружності 
при довільній структурі пружного потенціалу для стисливих та 
нестисливих тіл. Також використані методи інтегральних перетворень 
Фур’є, методи розв’язку гармонійних диференційних рівнянь, 
сингулярних інтегрально-диференціальних рівнянь та числових методів. 
Зроблено припущення, що в області контакту початковий напружений 
стан, з певним ступенем точності, вважаємо однорідним. Вважаємо, що 
пружна смуга з початковими (залишковими) напруженнями знаходиться 
в умовах плоскої деформації, а для пружної накладки, навантаженої 
одночасно вертикальними і горизонтальними силами, справедлива 
загальноприйнята модель згину балки в поєднанні з моделлю одновісного 
напружено-деформованого стану пружної накладки. Виведено 
сингулярне інтегрально-диференціальне рівняння з ядром Гілберта, 
що дозволяє розв’язати поставлену задачу. Аналітичний розв’язок 
рівняння знаходимо у вигляді рядів від функції Якобі. Для матеріалів з 
пружними потенціалами гармонічного типу (стисливі тіла) та пружними 
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The qualitative and quantitative influence of initial (residual) stresses on the 
law of distribution of contact characteristics at interaction of elastic finished 
overlays (stringers), at their placement, with two prestressed strips which 
are clamped by one edge. In general, the research was carried out for the 
theory of great initial (ultimate) and two variants of the theory of small initial 
deformations within the framework of linearized theory of elasticity with the 
elastic potential having arbitrary structure for compressible and incompressible 
bodies. Fourier integral methods, methods for solving harmonic differential 
equations, singular integral-differential equations and numerical methods 
were used too. It is assumed that in the contact area the initial stress state, 
with a certain degree of accuracy, is considered homogeneous. We make 

Key words: stress-strain state, 
initial (residual) stresses, 
contact tasks, Jacobi function, 
Fourier transform.

потенціалами Бартенєва-Хазановича і Трелоара (нестисливі тіла) 
проведені числові дослідження. Розглянуто випадок, коли всі періодично 
розміщені накладки, що підкріплюють пружні смуги з початковими 
напруженнями, навантажені тангенціальною силою. Аналіз числових 
результатів свідчить про суттєвий вплив початкових (залишкових) 
напружень на розподіл контактних характеристик періодично підсилених 
смуг тонкими підкріплюючими елементами. Отримані результати можуть 
бути використані для інженерних розрахунків на міцність та довговічність 
конструкцій з урахуванням початкових напружень для широкого вибору 
конструкційних матеріалів.



41

Computer Science and Applied Mathematics. № 1 (2022)  ISSN 2413-6549

the assumption that the elastic band with initial (residual) stresses is in the 
conditions of plane deformation. Also, for an elastic lining loaded with both 
vertical and horizontal forces, the generally accepted model of beam bending 
in combination with the model of uniaxial stress-strain state of the elastic lining 
is valid. A singular integral-differential equation with the Gilbert kernel was 
derived, which allows us to solve this problem. We find the analytical solution 
of the equation in the form of series from the Jacobi function. Numerical 
studies were performed for materials with elastic potentials of harmonic type 
(compressible bodies) and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and 
Treloar (incompressible bodies). Numerical studies have been performed 
for materials with elastic potentials of harmonic type (compressible bodies) 
and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and Treloir (incompressible 
bodies). We have considered the case when all periodically placed pads that 
support elastic bands with the initial stresses were loaded with tangential force. 
Analysis of numerical results shows a significant effect of initial (residual) 
stresses on the distribution of contact characteristics of periodically reinforced 
strips with thin reinforcing elements. The results obtained can be used for 
engineering calculations for the strength and durability of structures, taking 
into account the initial stresses for a wide range of structural materials.

Вступ. Актуальність наукових досліджень про-
блеми контактної взаємодії пружних тіл постійно 
зростає і вдосконалюються їхні методи, врахову-
ючи розвиток сучасних інформаційних технологій 
та математичних обчислень. Це зумовлено акту-
альністю використання результатів таких дослі-
джень під час будівництва споруд, виробництва та 
конструювання деталей машин та їх конструкцій. 

Врахування початкових напружень під час 
дослідження контактних задач значно усклад-
нює математичні розрахунки, в зв’язку з усклад-
ненням розрахункових формул, але водночас дає 
можливість отримати більш реальний результат 
процесів, які підлягають дослідженню.

Тематика дослідження контактної взаємодії 
пружних тіл з початковими напруженнями також 
є актуальною і для фундаментальних досліджень 
з механіки твердого деформованого тіла. 

Таким чином, дана робота присвячена дослі-
дженню питання контактної взаємодії попередньо 
напружених смуг з періодично розміщеними 
скінченними пружними накладками. Об’єктом 
даного дослідження є дві нескінченні, однакові, 
попередньо напружені смуги, які однією гранню 
жорстко защемлені, а іншими гранями з’єднані 
між собою періодично розміщеними скінченними 
пружними накладками. Предметом дослідження є 
вплив початкових напружень на закон розподілу 
контактних напружень і переміщень пружних тіл 
в області їхнього контакту.

Метою роботи є отримання розрахункових 
інтегро-диференційних рівнянь, розв’язки яких 
описують напружено-деформований стан в 
області контакту, а також отримання чисельних 
результатів у випадку пружних потенціалів кон-
кретної структури. Дослідження проведено в рам-
ках лінеаризованої теорії пружності в загальному 

вигляді для теорії великих (скінченних) почат-
кових деформацій та двох варіантів теорії малих 
початкових деформацій при довільній структурі 
пружного потенціалу [1–3]. 

Огляд літератури. Контактна взаємодія тіл з 
початковими напруженнями належить до однієї 
з актуальних областей механіки деформівного 
твердого тіла. Розв’язок таких задач пов’язаний з 
широким кругом проблем, які виникають в маши-
нобудуванні, будівельній галузі та інших галузях 
промисловості. Контактні задачі класичної теорії 
пружності в нашій країні і за кордоном в останні 
десятиліття одержали подальший розвиток як за 
глибиною нових підходів, так і за шириною дослі-
джень. Про це свідчить велика кількість вчених, 
які працюють над заданою проблемою, і кіль-
кість поданих доповідей на симпозіуми, з’їзди 
та конференції як у нашій країні, так і за кордо-
ном в останні десятиліття. Як відомо, початкові 
(залишкові) напруження практично завжди при-
сутні в елементах конструкцій і деталях машин. 
Дія останніх викликає в попередньо напруженому 
тілі такий самий ефект, як і будь-які інші напру-
ження, які можуть визвати деформації, руйну-
вання, збільшити тенденцію до втрати стійкості і 
внутрішнього тертя. Тому вивчення і дослідження 
якісного і кількісного впливу початкових (залиш-
кових) напружень на закон розподілу контактних 
напружень є досить актуальною проблемою як в 
теоретичному, так і в практичному аспектах. Не 
дивлячись на досить великий спектр досліджень 
з визначення закону розподілу контактних харак-
теристик в конструкціях і деталях машин в кла-
сичній теорії пружності, неможливо (виходячи з 
прийнятої лінійної моделі) врахувати початковий 
(залишковий) напружено-деформований стан тіл, 
що перебувають в контакті. Попередньо напру-
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жений стан можна врахувати, використавши 
лінеаризовану теорію пружності, яка розроблена 
академіком НАН України О.М. Гузем в 70 роках 
минулого століття. Хоча в загальному випадку 
строга постановка таких задач вимагає застосу-
вання нелінійної теорії пружності [4]. Проте при 
досить великих величинах початкових (залишко-
вих) напружень можна обмежитися її лінеаризова-
ним варіантом. Історично дослідження контактних 
задач в рамках лінеаризованої теорії пружності 
складалося на двох напрямках. Перший пов’я-
заний з дослідженнями контактної взаємодії тіл 
з конкретною формою пружного потенціалу. Це 
праці В.М. Александрова, Н.Х. Арутюняна і їхніх 
учнів [5]. Другий підхід започаткований академі-
ком НАН України О.М. Гузем і його учнями, про-
фесорами С.Ю. Бабичем і В.Б. Рудницьким – це 
дослідження просторових та плоских задач кон-
тактної взаємодії тіл з початковими (залишко-
вими) напруженнями з довільною структурою 
пружного потенціалу для стисливих і нестисли-
вих матеріалів у випадку теорії скінченних (вели-
ких) і декількох варіантів теорії малих початкових 
(залишкових) деформацій [1–3; 6–8]. Існує також 
ряд узагальнюючих публікацій [9–15], які пов-
ністю або частково пов’язані з тематикою даної 
статті. Приклад числового розв’язку контактних 
задач подано у статті [16]. Також, враховуючи 
необхідність підвищення міцності конструкції за 
рахунок підсилення її деяких несучих елементів 
пружними стрингерами, пропонуються для озна-
йомлення дослідження, подані у працях [16–19].

Методи дослідження. Використаємо співвід-
ношення лінеаризованої теорії пружності [1–3], 
причому дослідження представимо в загальному 
вигляді для стисливих і нестисливих тіл для теорії 
великих початкових деформацій та двох варіантів 
теорії малих початкових деформацій при довіль-
ній структурі пружного потенціалу.

Будемо розрізняти три стани попередньо 
напружених тіл: а) природний (відсутність напру-
жень); б) початковий стан; в) збурений стан (всі 
величини якого складаються із суми відповідних 
величин початкового стану та збурень). До того ж, 

збурення вважаємо набагато меншими від відпо-
відних величин початкового стану.

Для розв’язку задачі застосуємо координати 
початкового деформованого стану (y1, y2), які 
пов’язані з лагранжевими координатами (х1, х2) 
співвідношеннями: yi=λixi, де λi (і=1,2) – коефіці-
єнти видовжень вздовж координатної осі y1. 

Припустимо, що дві нескінченні пружні 
смуги виготовлені з стисливого або нестисли-
вого матеріалу з потенціалом довільної струк-
тури. Також припускаємо, що в них діють іден-
тичні початкові (залишкові) напруження. Нехай 
смуги з’єднані між собою на скінченних відрізках 
� � �� � � � � �a kl a kl l a k2 2 0 1 2; ( , , ....) , які пері-

одично повторюються, пружними накладками 
малої товщини h . Початкові напруження в пруж-
них накладках відсутні, модуль пружності мате-
ріалу накладок Е1, коефіцієнт Пуассона ν1  і вони 
знаходяться в умовах плоскої деформації. Тов-
щина попередньо напружених смуг H. Потрібно 
дослідити вплив присутності початкових напру-
жень в смугах на закон розподілу нормальних 
p y1� �  і тангенціальних q y1� �  контактних напру-

жень в області контакту пружних накладок з попе-
редньо напруженими смугами, коли на накладки 
діє горизонтальне періодичне навантаження з 
періодом 2l та інтенсивністю q y0 1� � (рис. 1).

Враховуючи періодичність представленої 
задачі, слід відмітити, що вплив початкових 
напружень під кожною тонкою пружною наклад-
кою буде однаковим, тому можна обмежитись 
розглядом тільки однієї з них. Розглянемо, напри-
клад, накладку яка розміщена на відрізку �� �a a, .
Як відомо, з основ опору матеріалів пружна 
накладка в вертикальному напрямку осі Oy2 зги-
нається як звичайний брус, а в горизонтальному 
напрямку осі Oy1 стискується, або розтягується, 
як звичайний стрижень з скінченною жорсткістю, 
який знаходиться в одновісному напружено-де-
формованому стані [18]. Отже, матимуть місце 
такі рівняння: 
du y

dy E h
q q d a y a

a

y
1

1 1
0 1

1
2

1� �
� � � � � ��� �� � � �� �

�
� � � � ,  (1)

Рис. 1
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d y

dy

�
1

1

0
� �

� , � � � � �� �y a y a1 1 , 

де u y1� � , v y1� �  – переміщення граничних 
точок накладки. 

Умови контакту накладки та смуги з початко-
вими напруженнями мають вигляд:

u y u y v y u y a y a1 1 1 1 2 1 1� � � � � � � � � � � � �� �; ; ,  (2)

де u y1 1� � , u y2 1� �  – переміщення граничних 
точок пружної смуги з початковими напружен-
нями. Граничні умови на кінцях пружної накладки 
внаслідок відсутності зовнішніх сил можна запи-
сати у вигляді: Q y( ) ;1 0= P y( ) ;1 0=  M y( )1 0=  при 
y a1 � � , де 

Q y q q d y a
a

y

1 0 1

1

� � � � � � � ��� �� �
�
� � � �, ;

P y p p d y a
a

y

1 0 1

1

� � � � � � � ��� �� �
�
� � � �, ;

M y y p p d y a
a

y

1 1 0

1

� � � �� � � � � � ��� �� �
�
� � � � �, .

Тут Q y( )1  – повздовжня сила; P y( )1 – попе-
речна сила; М y( )1 – згинаючий момент в попереч-
ному перерізі накладки. 

Якщо врахувати (2) і вирази для обчислення 
переміщень граничних точок в області контакту 
y a a1 � �� �,  на грані y2 0=  пружної смуги з почат-

ковими напруженнями [18; 19], отримаємо відому 
систему інтегрально-диференціальних рівнянь. 
Якщо для цієї системи ввести нову функцію і зро-
бити заміну 

X p i q a l� � � � � � � �� � � � � � � � ( ); ( , ); / ,     (3)

то після деяких перетворень отримаємо син-
гулярне інтегральне рівняння з ядром Гільберта 
[17]:
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з граничною умовою 
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Де X �� �  – функція комплексно спряжена до 
функции X �� �
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Величини Lij i� �� � , , λ4  характеризують почат-
ковий напружений стан і визначаються для стис-
них і нестисливих матеріалів у випадку конкрет-
них пружних потенціалів окремо для рівних та 
нерівних коренів визначального рівняння вира-
зами [1]. Також, Q1( )ξ – функція розподілу тан-
генціальних контактних напружень вздовж лінії 
контакту накладки і пружної смуги з початковими 
напруженнями. 

Таким чином, поставлена задача зводиться до 
розв’язування сингулярного інтегрального рів-
няння (4) з граничними умовами (5). 

Розв’язок цього рівняння шукаємо у вигляді 
ряду за функціями Якобі [18; 20]:
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Якобі, що ортогональні на відрізку [ ; ]�� �  від-
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Тут c44  – параметр, який визначає початковий 
напружений стан в смузі.

Слід відзначити, що Xn – це нескінченний ряд 
невідомих комплексних коефіцієнтів, які потрібно 
визначити. Для їх визначення підставляємо зна-
чення (7) в рівняння (4). В подальшому, викорис-
тавши властивості ортогональності многочленів 
Якобі [19; 20], для визначення невідомих вели-
чин Xn  отримуємо нескінченну систему лінійних 
алгебраїчних рівнянь 
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Тут введено позначення 
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де βi , λ1  – параметри, які визнача-
ють початковий напружений стан в смузі, 
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Для використання числових методів при 
розв’язувані системи (8) необхідно ще визначити 
коефіцієнт X 0 , який входить в праву частину сис-
теми [16; 18; 20]. Коефіцієнт X 0  можна знайти 
з граничної умови (5) за допомогою ряду (7). 
У результаті отримаємо 

X
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Система (8) квазірегулярна, так вираз
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та вільний член d l m D D Dm m m m m� � ��
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де l ml Om m
� �� �( ) ( )1 1 , мають порядок O m� �� �( / )1 2 �  

при m �� . Такі оцінки дають можливість ствер-
джувати, що система квазірегулярна для довіль-
них значень фізичних і геометричних параметрів 
широкого класу конструкційних матеріалів. 

Результати. Числовий аналіз проведеного 
дослідження представлений для гармонічного 
потенціалу (рис. 2) і потенціалу Бартенєва-Хаза-
новича (рис. 3) за допомогою відомих параметрів 
початкового стану при �1 0 7 0 8 0 9 1 1 1 2� . ; . ; . ; . ; .   1;  
. Алгоритм числового розв’язку грунтується на 
методі редукції та реалізований у вигляді про-
грами в пакеті Maple. Також зазначимо, що 
чисельне дослідження системи типу (8) на ква-
зірегулярність представлене в [1].

Вплив початкових напружень на закон розпо-
ділу контактних характеристик для даної задачі 
представлено на рис. 2 та 3.

Тут P

ah
Q21


 – безрозмірні контактні танген-
ціальні напруження; λ1 – початкові видовження 
вздовж осі Oy1 , які визначають переміщення 
початкового стану; Р – вертикальне навантаження 
прикладене до накладки; 21 0 1 1

Q q y y� ( ) ( )�  – тан-
генціальна сила, яка діє на накладку, де δ( )y1 – 
відома функція Дірака. 

Значення �1 1�  (на графіках пунктирна лінія) 
відповідає класичній теорії пружності і співпа-
дає з результатами роботи [20]; �1 0 7 0 8 0 9� , ; , ; ,  
відповідають початковим напруженням стиску;  

 
Рис. 2 Рис. 3
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�1 1 1 1 2 1 3� , ; , ; ,  відповідають початковим напру-
женням розтягу; y a1 / – безрозмірна координата 
початкового напруженого стану в пружних смугах 
з початковими напруженнями. 

Дискусія. У результаті проведених досліджень 
розв’язок задачі представлений у вигляді нескін-
ченних рядів, коефіцієнти яких визначаються з 
нескінченної квазірегулярної системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь (8). Ці коефіцієнти залежать 
від структури пружного потенціалу і параметрів, 
що задають початковий напружено-деформова-
ний стан.

Враховуючи проведене дослідження, для 
потенціалів гармонічного і Бартенєва-Хазановича 
вплив початкових напружень на напружено-де-
формований стан в області контакту пружних 
накладок з попередньо напруженими смугами 
виражається таким чином:

1.	Початкові напруження при стиску призво-
дять до зменшення сили напружень в області кон-
такту, а при розтязі – до їх збільшення, у випадку 
переміщень все відбувається навпаки. Тобто наяв-
ність попередньо напруженого стану під час кон-
тактної взаємодії пружних тіл дає змогу регулю-
вати контактні напруження та переміщення.

2.	Відстань між накладками є важливим 
параметром їх взаємного впливу. Але було вста-
новлено, що на закон розподілу контактних 
напружень, крім відстані між накладками, сут-
тєвий вплив здійснюють початкові напруження 
в смугах.

3.	Більш суттєвий вплив (у кількісному плані) 
початкові напруження здійснюють у високоелас-
тичних матеріалах у порівнянні із більш жор-
сткими, але якісно їх вплив зберігається.

Наукова новизна результатів проведеного 
дослідження: 

1. Отримано розв’язок плоскої контактної задачі 
лінеаризованої теорії пружності для тіл з початко-
вими напруженнями при довільній структурі пруж-
ного потенціалу для стисливих і нестисливих тіл.

2. Встановлено аналітичні залежності, які доз-
воляють досліджувати поведінку напружень та 
переміщень в області контакту для періодично 
розміщених пружних накладок і смуг з початко-
вими напруженнями. 

3. За допомогою числової реалізації методу 
дослідження встановлено особливість впливу 
початкових напружень на закон розподілу контак-
тних напружень і переміщень в області контакту, 
а також представлено порівняння отриманих 
результатів з випадком відсутності початкових 
напружень.

Отже, можна зробити висновок про те, що 
вплив початкових напружень на контактну взає-
модію пружних тіл достатньо сильний і суттєво 
впливає на закон розподілу контактних характе-
ристик. Тому його врахування дозволить значно 
покращити точність інженерних обчислень при 
розрахунках на міцність конструкцій та дета-
лей машин, а також дозволить суттєво зменшити 
матеріалоємність конструкцій.
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