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THE EFFECT OF THE VARIABILITY OF EXTERNAL PRESSURE 
ON THE LOCAL AND OVERALL BUCKLING LOADS FOR THE REINFORCED 

COMPOUND TYPE “BARREL-OGIVE” SHELL STRUCTURE 
WITH COMPARTMENTS OF DIFFERENT GAUSSIAN CURVATURES
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The problem of the stability of the compound shell design with the middle surface 
meridian of various shapes under the simultaneous effect of variable distributed exter-
nal pressure and axial stretching-compression is analyzed using numerical approach. 
The “barrel-ogive” type structures introduced in the previous papers is generalized in 
the case of the presence of a negative Gaussian curvature sign on one of its compart-
ments. The impact on the reinforced by discretely distributed circular ribs compound 
system under the external pressure of various configurations is studied.
The solution is based on the use of the finite differences method with respect 
to the resolution equations for each compartment under the conditions of 

Key words: buckling, critical 
loads, “barrel-ogive” shell 
design, a sign of Gaussian 
curvature of the middle surface, 
rational rigidity of circular 
reinforcements.
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interfacing sections through the docking rib. The impact on the stability of the of the sign Gaussian curvature of 
the system under study, the laws of the external pressure distribution on the longitudinal coordinate and axial loads, 
taking into account the stiffness of the intermediate rib from the plane of the initial curvature are analyzed.
Particular attention is paid to the analysis of the external load influence on the effects of the interaction between local and 
overall buckling modes with the determination of the stability of the compound shell structure under combined load.
The proposed algorithm for visualization of the deformation character for the shell design allows for local and 
general buckling mode analysis, compound shell structure “barrel-ogive” generalized type structures, to conclude 
its rational characteristics with identifying potentially hazardous areas of destruction.

ЕФЕКТ ВПЛИВУ ЗМІННОСТІ ЗОВНІШНЬОГО ТИСКУ 
НА ЛОКАЛЬНІ І ЗАГАЛЬНІ КРИТИЧНІ НАВАНТАЖЕННЯ ПІДКРІПЛЕНОЇ 
СКЛАДЕНОЇ ТИПУ «БОЧКА-ОЖИВАЛО» ОБОЛОНКОВОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

З ВІДСІКАМИ РІЗНОЇ ГАУСОВОЇ КРИВИЗНИ

Бабуров В. В.
начальник сектору

Державне підприємство «Конструкторське бюро «Південне» імені М. К. Янгеля»
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На основі запропонованого чисельного підходу надається аналіз 
стійкості складеної оболонкової конструкції з меридіаном серединної 
поверхні різної форми, що знаходиться під одночасною дією 
нерівномірно розподіленого зовнішнього тиску і осьового розтягування-
стискання. Введений у попередніх роботах вид конструкцій типу 
‘бочка-оживало’ узагальнений на випадок наявності від’ємного знаку 
Гаусової кривизни на одному з її відсіків. Вивчена дія на підкріплену 

Ключові слова: випинання, 
критичні навантаження, 
‘бочка-оживало’ оболонкова 
конструкція, знак Гаусової 
кривизни серединної поверхні, 
раціональна жорсткість 
кругових підкріплень.
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дискретно розподіленими шпангоутами оболонкову систему нерівномірного зовнішнього тиску при 
наявності осьових зусиль. 
Розв’язання базується на застосуванні методу скінченних різниць по відношенню до основних 
диференціальних рівнянь деформування для кожного відсіку за умов сполучення секцій через стикувальний 
шпангоут. Досліджується вплив на стійкість конструкції параметрів Гаусової кривизни серединної поверхні 
досліджуваної системи, законів розподілу зовнішнього тиску за повздовжньою координатою і осьових 
зусиль з урахуванням жорсткості проміжного шпангоута з площини початкової кривизни. 
Особлива увага зосереджена на аналізі впливу характеру зовнішнього навантаження на ефекти взаємодії 
локальних і загальних форм випинання з визначенням стійкості складеної оболонкової конструкції при 
комбінованому навантаженні.
Запропонований алгоритм візуалізації характеру деформації оболонкової конструкції дозволяє провести 
аналіз локальних і загальних форм випинання, зробити висновок про її раціональні характеристики з 
точки зору стійкості складеної оболонкової конструкції узагальненого типу ‘бочка-оживало’ з виявленням 
потенційно небезпечних зон руйнування. 

Introduction
The stability study of thin shell designs is 

dictated by the needs and development of modern 
engineering, instrument making, chemical industry, 
aviation, rocket and space technology. The choice 
of effective forms of shell structures and reinforcing 
elements depends on specific operating conditions, 
in particular, on the nature of aerodynamic loading, 
combining external loads [1; 2] and represents a 
relevant problem when choosing rational geometric 
and rigidity characteristics of the designed systems 
for new techniques. A significant part of theoretical 
and experimental studies is aimed at compound shell 
structures, ‘cylinder-cone’ type, of zero Gaussian 
curvature for the middle surface [3; 4].

The initial imperfections of the middle surface, 
or its deviations from classical one, can lead to 
significant influence on the values of critical loads 
[5–10]. Thus, in the papers [5; 6] the effect of sign 
Gaussian curvature of the middle surface on the 
stability of individual sections of the compound shell 
structure and axial loading on the value of critical 
pressure are investigated. To buckling problem of the 
shell structures for negative Gaussian curvature are 
devoted [9; 10].

As the analysis of the current state of the problem 
under study shows, the variability of external pressure 
on the coordinate may in some cases significantly 
affect for stability of the shell design [11–14]. The 
influence of discretely located circular ribs on the 
stability of the shell structures is considered in [4; 5; 6],  
where, in particular, the problem of rational choice of 
their rigidity parameters was investigated. 

It should be noted that the analysis of the buckling 
modes of the compound shell design, the detection of 
the zones of the largest deflection are contributed to 
an algorithms of computer visualization of the release 
process, which is dedicated to monograph [14].

The purpose of this paper is to study the effects 
of the variability influence of external pressure on 
the local and overall critical loads of the reinforced 
compound type “barrel-ogive” shell structure, taking 

into account axial loading and the sign of the Gaussian 
curvature of the middle surface compartments with 
visualizing the buckling modes structure under 
combined loading.

1. Setting the problem and resolution equations. 
Following [5; 6], a compound shell construction 
consisting of sections in which the deviation from 
the ideal shape of the forming (cylinder and cone) 
has a sinusoidal shape. Holding to the terminology 
introduced in these papers in the case of convexity 
of the compartments, which corresponds to the 
positive direction of the Gaussian curvature of the 
middle surface, will be called the shell of the ‘barrel’ 
or ‘ogive’ compartments, respectively. In the case of 
negative curvature of the meridian, the terms with the 
prefix ‘pseudo’ (‘pseudo-barrel’ or ‘pseudo-ogive’) 
are introduced. The compound shell structure of a 
constant thickness h , a module of the elasticity E  
of the material and the coefficient of Poisson ν  is 
investigated. In accordance with the theory of gentle 
shells of ‘medium length’ [15; 16], a restriction is 
imposed on the geometry of the design, according 
to which the relative height of deviations from the 
cylinder and the cone is less than one fifth of the 
smallest linear size.

In the elastic area of material deformation, 
compound shell structure is under the influence of 
variable external pressure

q x q f x( ) ( )� �0 ,                    (1)
where f x( )  – is smooth function, and axial  
forces T  (compressing or tensile). 

At the same time, it is assumed to the prevailing 
effect of external pressure in relation to axial 
compression, which leads to such buckling forms 
that correspond to the formation of one half-wave 
in the longitudinal direction and n waves in the 
circumferential and n2 1>>  [15]. 

Through s and s referred to the coordinates 
along the forming cylindrical and conical surfaces, 
respectively, y  – the arc coordinates for the 
cylinder, ϕ  – the angular coordinate along the 
cone parallel. The middle surface of each section 
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of the shell design is the surface of rotation with 
the following functions of the radius of the parallel 
circle in the section, perpendicular to the axis of 
rotation [5; 6]: 

1) for a “generalized barrel” compartment:

r R C
s
Lbar� ��

�
�

�
�
�1 sin

� ,                   (2)

where L  – the distance between the bases R – the 
radius of the base of the section,Cbar  – is the relative 
deviation of the shell forming from the cylinder;

2) for “generalized ogive” section:

r s C l
s l

l log� �
�� �
�

�

�
�

�

�
�cos sin�

�
1

0

1 0

,             (3)

where l0  and l1  – the distances along the axis to the 
smaller and larger base, α  – is the angle of the taper, 
Cog  – the relative deviation of the shell forming from 
the cone. 

Restrictions on the parameters of the shells and, 
based on equations (2) and (3), the approximate values 
of the radii of the main curvature were obtained [5]:

3) for a “generalized barrel” compartment:

R
r

r
L

RC
s
Lbar

1

2 3 2
2

2

1
� �

� �� �
��

�
( )

sin
,

/

�
�

R r r R C
s
Lbar2

21 1� � � � ��
�
�

�
�
�( ) sin ,

�           (4)

4) for a “generalized ogive” compartment:



R
l l

C log
1

1 0

2

1
2

�
�� �

� � �cos sin sin
,

�


R s C log2 1� �� �ctg � sin ,�  (5)

signs of Cbar  fnd Cog determine the sign of Gaussian 
curvature of the middle surface � � 1 1 2( )R R  of the 
corresponding design compartment.

Allowing differential equations of the main stress-
strain state relative to the deflection functions for 
each composite design compartment obtained in [5]:

a x W x a x W x a x W x

a x W
bar
IV

bar bar

bar

4 3 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

� ��� � �� �
� � xx a x W xbar) ( ) ( )� �0 0

,     (6)

b x W x b x W x b x W x

b x W x b
og
IV

og og

og

4 3 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

� ��� � �� �

� � � 00 0( ) ( )x W xog �
,  (7)

where x s L= , x s l= 1  and variable the coefficients 
a x i b x ji j( ), , , ( ), ,= =1 4 1 4  of equations depend 
on the geometric characteristics of the shells and 
external loads. Equations (6) and (7) are suitable for 
study on the stability of the shell design under the 
action of variable pressure, taking into account the 
axial loading, for which the substitution is necessary 
in equation (6) and (7) of functions q x( ) in the form 
(1). The features for the finite difference method to 
the equations (6), (7)solution and the initial parameter 
method in matrix form for taking into account the 
discreteness of the intermediate circular ribs, in 
particular, the docking one, are formulated as well. 

At the same time there are conditions:
W W W Wog bar og bar( ) ( ), ( ) ( ),1 0 1 0� � � �              (8)

�� � � � �� ��� � � ���W GW W W GW Wog og bar og og bar( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (* *1 1 0 1 12 1 00),  (9)
where G1

*  and G2
*  – the dimensionless parameters of 

the rigidity of the splits, respectively, in the plane and 
from the initial curvature plane.

The condition of conjugation of the generalized 
“ogive” and “barrel” -shaped sections are determined 
by the equality of tilt tangent the anglesβ  to the 
middle meridians of the sections, so the location of 
the docking splint can be considered locally conical. 
In this regard, the rigidity of the rib are determined 
by formulas:

G G1 1 3

1*

cos
,�

�
G G2 2

1*

cos
;�

�
            (10)

G
n n EJ

Eh R
x
ring

1

4 2 2

3

1
�

�� � ( )
, G

n n EJ

EhR n
z
ring

2

2 2 2

3 2

1

1
�

�� �
�� �
( )

.   (11)

In the study of the construction of the cylinder 
cone, we will follow the idea to paper [4], where the 
docking rib was divided into two parts corresponding 
to its cylindrical and conical component, as a result 
of which rigidity was taken into account in the form

G
G

cyl , ,1
1

2
= G

G
cyl , ;2

2

2
= G

G
cone, cos

,1
1

32
1

�
�

G
G

cone, cos2
1

2
1

�
�

.                       (12)

At the same time, the conditions of the conjugation 
(8) through the spline were preserved, and the 
conditions (9) were presented in the form

�� � � � �� � �

���

W G W W G W

W
og cone og bar cyl bar

og

( ) ( ) ( ) ( ),

( )
, ,1 1 0 0

1
2 2

�� � ��� �G W W G Wcone og bar cyl bar, ,( ) ( ) ( ),1 11 0 0
    (13)

In the case of the design ‘cylinder-cone’ we obtain
W Wbar cyl= , W Wog cone= .                    (14)

2. Numerical results analysis for the compound 
structure. For the estimated implementation, the 
compound shell design with the characteristics is 
selected: h = 0 3, cm , E � �7 105 2kg cm , � � 0 32, . 
The values l1 182= cm , and L R= 2 5,  for “generalized 
ogive” and “generalized barrel” shaped compartments 
respectively are accepted. Calculations were carried 
out for the case of boundary conditions corresponding 
to the hinge support of the ends of the compound 
structure.

The dimensionless load parameters (axial loading 
and external pressure) are introduced:

T
T
Eh

* ,=
2
q

q
qcyl

* .= 0                       (15)

where qcyl is the classic value of critical pressure for 
the cylindrical shell [8]:

q E
h
R

R
Lclassic cyl,

/

,� �
�
�

�
�
�0 92
5 2

.                 (16)
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2.1. The calculated parameters of the 
compound design for variable distribution of 
external pressure. Calculations were carried out 
for the parameters of the shell l l0 10 45= , , � � �75 ,  
the rigidity parameters of the docking splint are 
G G1 25000 10= =, . 

At the same time, two types of variable external 
pressure distribution are considered: according to the 
linear law along the axial coordinate and nonlinear one. 
We introduce an auxiliary function specifying external 
pressure having a distribution of the same intensity:

f x

l
l

f x

f x dx

x
l
l

l l

( )

( )

( )
, ,

/

�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
�

�

2

2

0

1
1

1

2
0

1

0 1

.           (17)

For a linear law, functions f x x1( ) =  and 
f x ñx1 2( ) � �  (here c – the parameter of the linear 

function) are selected.
For the nonlinear function it is accepted formulas:

f x
F x
F x

F x
F x

l l l l

1
1

2 1

2

2 2
0 1 0 1

( )
( )

max ( )
( )

max ( )
/ ; / ;

� �
� � � �

;

F x
x

C x
l
l

l l
l

x
s1

1
0

1

1 0

1
1

2

1

( ) �

� �
��

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� �

, 

F x
Ñ x

C x
l l
l

l l
l

x
s2

3

2
1 0

1

1 0

1
2

2

1

( ) �
�

�
�

�
��

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�
�� �

    (18)

where Ñ Ñ1 2 0, >  – quite large function parameters; 
C3 0 1∈ [ , ] ; s = 1 2, ,...

The auxiliary function f x( ) in calculations is 
used to determine the calculated functions on the 
generalized ‘barrel’ and ‘ogive’ compartments in 
their own dimensionless coordinates:

f x f x xbar ( ) ( ), ;� � � � �1 0 1 ; f x f x x
l
log ( ) ( ), ;� �
�

�
�

�

�
�

0

1

1 . (19)

2.2. The effect of variable distribution of 
external pressure on the ‘cylinder-cone’ design 
stability under combine loading. The dependences q*   
on T *  for the ‘cylinder-cone’ structure on parameters 
l l0 10 45= , , � � �75 , and G G1 25000 10= =,  (docking 
rib rigidity) under the action of axial loading and 
variable distributed external pressure along every 
compartment with visualization of the buckling  
modes are shown on fig. 1 (1(a)-linear and 
1(b)-nonlinear laws).

It is necessary to note that in contrast to the results 
obtained for the conical three-layer shell in paper [14], 
where a minor effect was found on the stability of the 
linear distribution of external pressure f x ñx1 2( ) � � , 
for the investigated compound designs, the influence 
of the linear law was significant and leads to increasing 
and to a decrease in critical pressure depending on the 
structure parameters.

Dependencies in fig. 1 for the “cylinder-cone” 
design demonstrate the deviation of the values of the 
critical pressure to 20% with respect to the case of 
uniform pressure (in the considered range of loads and 
the parameters of the shells). In this case, the external 
pressure distributed in accordance with the functions 
f x x1( ) =  and f x ñx1 2( ) � �  leads to decreasing and 

increasing critical pressure respectively.

Fig. 1. The dependences q* on T *  for the compound ‘cylinder-cone’ structure
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Analysis of critical loads and visualization of the 
nature of wave-formation of the studied compound 
design showed that the linear distribution of 
external pressure changes only into the number 
of waves in the circumferential direction, 
ranging from n = 5  to n = 8 , depending on the 
external pressure distribution functionsand axial 
loading, in corresponding to formulated approach 
investigation.

The nonlinear law of the distribution of external 
pressure on the ‘cylinder-cone’ design gives more 
significant deviations both in the values of buckling 
pressures (up to 42%) and in post critical wave 
formation surface.

It is necessary to note, that in fig. 1 b) calculated 
parameters of the function of non-linear external 
pressure with two in the same height of bursts on the 
“cylinder” and “cone” (which corresponds to C3 1= ) 
give a decrease in critical pressure to 31% compared 
with evenly distributed.

In the case of a nonlinear distribution of pressure 
with amplitude on the “cone” two times greater than 
on the “cylinder” (here C3 0 5= . ), a relatively small 
deviation is observed in the value of the critical 
pressure (up to 15%) with respect to uniformly 
distributed external pressure. In the range of changes 
in the axial force T *  from −2 7,  to 2, the crest of the 
buckling wave is placed on the conical compartment, 
while n = 5 . At T * ,� �2 7  the wave number increases 
to n = 9  and the crest of the wave shifts to the 
cylindrical compartment.

2.3. The influence of the linear laws distribution of 
external pressure on the buckling structure with nonzero 
curvature compartments. Yhe dependences q T* *( )  for 

compartments with various combinations of curvature 
signs of middle meridians are shown in fig. 2:

1) in Fig. 2 (a) considered the design ‘barrel-
pseudo-ogive’ for 

2) Cbar = 0 25. , Cog � �0 03019235707. ;
3) in Fig. 2 (b) – ‘barrel – ogive’ for 
a. Cbar = 0 137. , Cog = 0.06258642604;
4) in Fig. 2 (c) – ‘pseudo-barrel-ogive’ for 
5) Cbar � �0 07. , Cog = 0.2325440198.
Analyzing the values of critical pressures with 

a linear distribution of external pressure (fig. 2), it 
can be concluded that in the case of a compressive 
force, the convex shell leads more efficiently. When 
tensile designs, the structure with negative values of 
Gaussian curvature on one of the compartments is 
more efficient than the ‘barrel-ogive’ shell structure.

The designs with a negative curvature on one of the 
compartments demonstrate sharp changes in behavior, 
which is characterized by a jump-shaking absolute increase 
in the wave numbern  (flow of dependence curve q T* *� �
) and with a sharp change in the form of wave formation. 
Although the considered design ‘barrel – ogive’ mainly 
has predictable behavior when tensile-compression with 
a gradually changing wave number n in redistribution 
from 9 to 12, however, at ñ = 1 , a similar situation with 
buckling modes appears as in the case of the presence of 
negative curvature on one of the compartments.

Buckling modes for a convex structure selected from 
the condition of equal resistance at uniform pressure and 
the corresponding axial force (fig. 2 (b)) are considered. 
The most striking change in the post-buckling form of a 
shell during compression gives a shift of the maximum 
value of a linearly distributed external pressure toward 
the “generalized barrel” ( f x x1( ) = ) compartment. In this 

*T for the ‘cylinder-cone’ structure on parameters 0 10,45l l= , 75α = ° , and 

1 25000, 10G G= = (docking rib rigidity) under the action of axial loading and 

variable distributed external pressure along every compartment with visualization

of the buckling modes are shown on fig. 1 (1(a)-linear and 1(b)-nonlinear laws).

It is necessary to note that in contrast to the results obtained for the conical 

three-layer shell in paper [14], where a minor effect was found on the stability of 

the linear distribution of external pressure 1( ) 2f x сx= − , for the investigated 

compound designs, the influence of the linear law was significant and leads to 

increasing and to a decrease in critical pressure depending on the structure 

parameters.

uniform 1( )f x x= nonlin 3 1С = nonlin 3 0.5С =

lin c=1 lin c=0.5 nonlin 3 0С =

а) б)

Fig. 1. The dependences *q on *T for the compound ‘cylinder-cone’ structure

Dependencies in fig. 1 for the “cylinder-cone” design demonstrate the

deviation of the values of the critical pressure to 20% with respect to the case of 

uniform pressure (in the considered range of loads and the parameters of the 

shells). In this case, the external pressure distributed in accordance with the 
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Fig. 2. Dependences q T* *( )  for compartments with various 
combinations of curvature signs of middle meridians
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case the crest of the buckling form replace to the end of 
the “barrel” compartment. Stretching results in a more 
uniformly distributed waveform located along the barrel-
shaped section. In this case, the wave transition to the 
conical part does not occur for this design.

The linear distribution of external pressure, built 
on the basis of a function f x ñx1 2( ) ,� � for a parameter 
ñ = 0 5.  gives similar patterns in wave formation, as 
with uniform external pressure, but with a shift of 
similar forms towards stretching. For c = 1 : in the 
case of the axial force T * � �1 , the crest of the waves 
is distributed near the rib with a greater or less degree 
of localization near the rib, already when T * � �2  the 
comb is placed on the “barrel” with the capture of 
the rib and the “ogive” small part. For the ñ = 0 5.  
wave formation parameter with the arrangement of 
the crest of the wave of the release on the “ogive” 
compartment was not detected.

If c = 1  and the axial load parameter T * � �1
, the crest of the wave is visualized 
in the spangling area. If parameter 
T * ( . ; . )� � �3 3 1 2 , the comb is shifted 
toward the “ogive” compartment. In 
these cases, the wave number n is 
equal to 9 or 10. A further increasing 
of the axial compression leads to a 
sharp changing in the wave number 
to a value n = 12  and the crest of the 
wave moves to the “barrel-shaped” 
compartment.

2.4 The influence of external 
pressure nonlinear distribution 
for the compound design with a 
nonzero middle surface compartment 
curvature. The effect of the parameters 
Ñ Ñ1 2,  distribution function of the 
nonlinear law of external pressure 
with equal values of the maximum 
pressure (Ñ3 1= ) on the value of the 
critical pressure for “generalized 
barrel-ogive’ structure was studied.

Calculations for parameters 
l l0 10 45= , , � � �75 , G G1 25000 10= =,
. For the first step choose
x x s1 20 05 0 6 2= = =. ; . ; , C C C2 1= =
. The dependences q*  on T *  for the 
shells of various shape combinations 
of the “generalized barrel-ogive 
structure’ are shown in fig. 3:

– in Fig. 3 (a) considered the 
‘barrel-pseudo-ogive’ design for 

Cbar = 0 25. ,Cog � �0 03019235707. ;
– in Fig. 3 (b) – ‘barrel – ogive’ 

design for
Cbar = 0 137. , Cog = 0.06258642604;
– in fig. 3 (c) – ‘pseudo-barrel-

ogive’ design for

Cbar � �0 07. , Cog = 0.2325440198.
For the nonlinear distribution parameters 

of external pressure x x s1 20 1 0 9 1= = =. ; . ; , 
C C C2 1= =  the parameters of the shell l l0 10 45= ,
, � � �75 , Cbar = 0 25. ,Cog � �0 03019235707.  (“barrel-
pseudo-ogive”) and the rigidity of the docking rib
G G1 25000 10= =, . The dependence q* on T *  for the 
various values of the parameter C of given nonlinear 
law shown in fig. 4.

A distinctive feature of the external pressure 
distribution by laws corresponding to fig. 4 with 
parameters Ñ Ñ= =1000 2000,  is its approach to the 
effects of localized external pressure.

Conclusions
1. The buckling problem for the compound 

shell structure with deviation compartments 
from the cylinder (“generalized barrel”) and the 
cone (“generalized ogive”), in particularly, with 
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Fig. 3. The dependences *q on *T for the compartments of various shape 

combinations of the “generalized barrel-ogive” structure
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Fig. 3. The dependences q* onT * for the compartments of various 
shape combinations of the “generalized barrel-ogive” structure
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different signs of curvature of the middle meridians 
is discussed. An analysis of the influence of 
Gaussian curvature of the middle surface of the 
design for stability under combined loading was 
carried out with implementation of buckling modes 
visualization for various parameters of the structure 
geometry and the functions of the external pressure 
distribution.

2. Two type laws (linear and non-linear) identical 
intensity of variable distribution of external pressure 
are investigated. It is shown that in the case of axial 
compressing is more effective is a “convex” compound 

structure, and in tension –“convex-concave” structure. 
At exposed to the design of non-linear external 
pressure distribution with one maximum on the ‘ogive’ 
more efficiently from the point of view stability is the 
‘barrel-pseudo-ogive’ design.

3. A nonlinear distribution of external pressure in 
some cases leads to situation when the wave of the 
bulking has a significant displacement to one of the 
ends. The smoothing of the buckling wave, necessary 
from a technological point of view, when designing 
a real structure, possibly by changing the curvature 
parameters of the middle surface meridian.

Fig. 4. Critical loads dependences for the different parameters C

С=50 С=100

С=200 С=400

C=1000 C=2000

Fig. 4. Critical loads dependences for the different parameters C

A distinctive feature of the external pressure distribution by laws 
corresponding to fig. 4 with parameters 1000, 2000С С= = is its approach to the 
effects of localized external pressure.

Conclusions

1. The buckling problem for the compound shell structure with deviation 

compartments from the cylinder (“generalized barrel”) and the cone (“generalized 

ogive”), in particularly, with different signs of curvature of the middle meridians is 

discussed. An analysis of the influence of Gaussian curvature of the middle surface 

of the design for stability under combined loading was carried out with

implementation of buckling modes visualization for various parameters of the 

structure geometry and the functions of the external pressure distribution.

2. Two type laws (linear and non-linear) identical intensity of variable

distribution of external pressure are investigated. It is shown that in the case of 

axial compressing is more effective is a “convex” compound structure, and in 

tension –“convex-concave” structure. At exposed to the design of non-linear 

external pressure distribution with one maximum on the ‘ogive’ more efficiently 

from the point of view stability is the ‘barrel-pseudo-ogive’ design.

3. A nonlinear distribution of external pressure in some cases leads to 

situation when the wave of the bulking has a significant displacement to one of the 

ends. The smoothing of the buckling wave, necessary from a technological point of 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2

uniform

С=50

С=100

C=200

С=400

С=1000

С=2000

lin f1(x)=x

С=0.1

С=0.5

С=5

С=10

*q

 

1( )f x x=

BIBLIOGRAPHY
1. Schmidt H. (2018). Two decades of research on the stability of steel shell structures at the University of 

Essen (1985–2005): Experiments, evaluations, and impact on design standards. Advances in Structural 
Engineering. Vol. 21 (16), pp. 2364–2392. URL: https://doi.org/10.1177/1369433218756273. 

2. Ifayefunmi O. (2014). A survey of buckling of conical shells subjected to axial compression and external 
pressure. Journal of Engineering Science and Technology Review. Vol. 7(2), pp. 182–189.

3. Teng J. G., Barbagallo M. (1997). Shell restraint to ring buckling at cone-cylinder intersections. Engineer-
ing Structures. Vol. 19 (6), pp. 425–431. URL: https://doi.org/10.1016/s0141-0296(96)00087-9. 

4. Дегтяренко П.Г., Грищак В.З., Грищак Д.Д., Дьяченко Н.Н. (2019) К проблеме равноустойчивости 
подкрепленной оболочечной конструкции при комбинированном нагружении. Космическая наука и 
технология. Т. 25, № 6(121). C. 3–14. URL: https:/doi.org/10.15407/knit2019.06.003.

5. Gristchak V., Hryshchak D., Dyachenko N., Degtiarenko P. (2020) Stability and rational design of the ‘bar-
rel-ogive’ type strengthened shell structures under combined loading. Eastern-European Journal of Enter-
prise Technologies. Vol. 4, no. 7(106), pp. 6–15. URL: https://doi.org/10.15587/1729-4061.2020.209228.

6. Gristchak V.Z., Dyachenko N.M. (2020) Axial force effect on the overall buckling of a compound 
reinforced shell structure with the positive gaussian curvature at an external pressure. In collec-
tive monograph: O. V. Choporova ets. Mathematical and computer modelling of engineering sys-
tems / In edition by V. S. Hudramovich. Riga, Latvia : “Baltija Publishing”, pp. 35–49. URL: https://doi.
org/10.30525/978-9934-26-019-3-3.

7. Iqbal M. A., Tiwari G., Gupta P. K. (2016). Energy dissipation in thin metallic shells under projectile 
impact. European Journal of Mechanics – A/Solids. Vol. 59, pp. 37–57. URL: https://doi.org/10.1016/j.
euromechsol.2016.03.004. 

8. Вольмир А.С. Устойчивость деформируемых систем. Москва : Наука, 1976. 984 с.
9. Boriseiko A. V., Zhukova N. B. ,Semenyuk N. P. & Trach V. M. (2010) Stability of anisotropic shells of rev-

olution of positive or negative Gaussian curvature. International Applied Mechanics. Vol. 46, pp. 269–278.
10. Mars J., Koubaa S., Wali M. and Dammak F. (2017) Numerical Analysis of Geometrically Non-Lin-

ear Behavior of Functionally Graded Shells. Lat. Am. J. Solids Struct. Rio de Janeiro. Vol. 14(11), 
pp. 1847–1873. Doi: http://dx.doi.org/10.1590/1679-78253914.



13

Computer Science and Applied Mathematics. № 2 (2021) ISSN 2413-6549

11. Андреев Л.В., Ободан Н.И., Лебедев А.Г. Устойчивость оболочек при несимметричном 
деформировании. Москва : Наука, 1988. 208 p. 

12. Blachat J., Ifayefunmi O., Corfa M. (2011). Collapse and Buckling of Conical Shells. Proceedings of the 
Twenty-first (2011) International Offshore and Polar Engineering Conference (ISOPE). Maui, Hawaii, 
USA, pp. 887–893.

13. Антоненко Э.В., Шульга Т.Э. Математические модели потери устойчивости неоднородных 
цилиндрических оболочек от неравномерной радиальной нагрузки. Известия Саратовского 
университета. Новая серия. Серия Математика. Механика. Информатика. 2009. T. 9(3). С. 79–83.

14. Грищак Д.В. Комп’ютерна алгебра у розв’язанні прикладних задач механіки конструкцій зі змінними 
параметрами: монографія. Херсон : Видавничій дім «Гельветика», 2020. 218 с. 

15. Преображенский И.Н., Грищак В.З. Устойчивость и колебания конических оболочек. Москва : 
Машиностроение, 1986. 240 с.

16. Колкунов Н.В. Основы расчета упругих оболочек. Москва : Высш. школа, 1972. 296 с.

REFERENCES
1. Schmidt H. (2018). Two decades of research on the stability of steel shell structures at the University of 

Essen (1985–2005): Experiments, evaluations, and impact on design standards. Advances in Structural 
Engineering. Vol. 21 (16), pp. 2364–2392. Doi: https://doi.org/10.1177/1369433218756273 

2. Ifayefunmi O. (2014). A survey of buckling of conical shells subjected to axial compression and external 
pressure. Journal of Engineering Science and Technology Review. Vol. 7(2), pp. 182– 189.

3. Teng J. G., Barbagallo M. (1997). Shell restraint to ring buckling at cone-cylinder intersections. Engineer-
ing Structures. Vol. 19 (6), pp. 425–431. Doi: https://doi.org/10.1016/s0141-0296(96)00087-9. 

4. Degtyarenko P. G., Grishchak V. Z., Grishchak D. D., Dyachenko, N. M. (2019). To equistability problem 
of the reinforced shell structure under combined loading. Space Science and Technology, 25 (6 (121)), 
pp. 3–14. Doi: https://doi.org/10.15407/knit2019.06.003 / [in Russian].

5. Gristchak V., Hryshchak D., Dyachenko N., Degtiarenko P. (2020) Stability and rational design of the ‘bar-
rel-ogive’ type strengthened shell structures under combined loading. Eastern-European Journal of Enter-
prise Technologies. Vol. 4, no. 7(106), pp. 6-15. Doi: https://doi.org/10.15587/1729-4061.2020.209228

6. Gristchak V.Z., Dyachenko N.M. (2020) Axial force effect on the overall buckling of a compound rein-
forced shell structure with the positive gaussian curvature at an external pressure. In collective mono-
graph: O. V. Choporova ets. Mathematical and computer modelling of engineering systems / In edition by 
V. S. Hudramovich. Riga, Latvia : “Baltija Publishing”, pp. 35-49. Doi: https://doi.org/10.30525/978-9
934-26-019-3-3

7. Iqbal M. A., Tiwari G., Gupta P. K. (2016). Energy dissipation in thin metallic shells under projectile 
impact. European Journal of Mechanics – A/Solids. Vol. 59, pp. 37–57. Doi: https://doi.org/10.1016/j.
euromechsol.2016.03.004 

8. Volmir A. S. (1967) Stability of deformable systems. Moscow: Nauka, 984 p. [in Russian].
9. Boriseiko A. V., Zhukova N. B. ,Semenyuk N. P. & Trach V. M. (2010) Stability of anisotropic shells of rev-

olution of positive or negative Gaussian curvature. International Applied Mechanics. Vol. 46, pp.269–278
10. Mars J., Koubaa S., Wali M. and Dammak F. (2017) Numerical Analysis of Geometrically Non-Lin-

ear Behavior of Functionally Graded Shells. Lat. Am. J. Solids Struct. Rio de Janeiro. Vol. 14(11), 
pp. 1847-1873. Doi: http://dx.doi.org/10.1590/1679-78253914.

11. Andreyev L.V., Obodan N.I., Lebedev A.G. (1988). Stability of shells under nonaxisymmetric deforma-
tion. M. : Nauka, 208 p. [in Russian].

12. Blachat J., Ifayefunmi O., Corfa M. (2011). Collapse and Buckling of Conical Shells. Proceedings of the 
Twenty-first (2011) International Offshore and Polar Engineering Conference (ISOPE). Maui, Hawaii, 
USA, pp. 887-893.

13. Antonenko E. V., Shulga T. E. (2009). Mathematical Models of Stability Loss of Nonuniform Cylindrical 
Shells Because of Nonuniform Radial Loading. Izvestiya of Saratov University. New series. Series: Math-
ematics. Mechanics. Informatics, 9(3), pp. 79-83 [in Russian].

14. Hryshchak D.V. (2020) Application of computer algebra to the solution of applied problems of mechan-
ics of structures with variable parameters: monograph. Kherson: Helvetica Publishing House, 218 р. 
[in Ukrainian].

15. Preobrazhenskii I. N. And Gristchak V. Z. (1986) Ustoychivost’ i kolebaniya konicheskih obolochek [Sta-
bility and oscillations of conical shells]. M. : Mashinostroenie. 240p. [in Russian].

16. Kolkunov, N. V. (1972) Osnovy rascheta uprugih obolochek [Calculation fundamentals of of elastic shells]. 
M. : Vyssh. Shkola. 296 p. [in Russian].



14

Computer Science and Applied Mathematics. № 2 (2021) ISSN 2413-6549

УДК 539.3
DOI https://doi.org/10.26661/2413-6549-2021-2-02

ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ КОНФОРМНИХ ПЛОСКИХ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ 
ПРО ЗНОШУВАННЯ ЗА СТЕПЕНЕВИМ ЗАКОНОМ 

ПРИ ФІКСОВАНІЙ ПЛОЩАДЦІ КОНТАКТУ

Дмитрів К. М.
аспірант кафедри фундаментальної і прикладної математики

Запорізький національний університет
вул. Жуковського, 66, Запоріжжя, Україна

orcid.org/0000-0001-7259-7510
c.dmitrova@gmail.com

Д’яченко Н. М.
кандидат фізико-математичних наук, доцент,

доцент кафедри фундаментальної і прикладної математики
Запорізький національний університет

вул. Жуковського, 66, Запоріжжя, Україна
orcid.org/0000-0001-5284-4502
dyachenkonata69@gmail.com

Зношування – це процес часткового або повного видалення матеріалу з поверхні 
тертя внаслідок її руйнування, який призводить до поступової зміни форми і 
розмірів тіл, що взаємодіють. Закон зношування виражає, зокрема, залежність 
швидкості зношування від тиску, яка може бути лінійною або степеневою.
У роботі розглянуто плоску контактну задачу про зношування за 
степеневим законом тонкої пружної смуги при ковзанні по ній штампа. 
Розглянуто два випадки. Випадок 1: штамп має плоску підошву та 
випадок 2: конформний контакт смуги і штампа з підошвою, форма 
якої визначається швидко осцилюючою тригонометричною функцією. 
При цьому область контакту є фіксованою. Для розв’язання поставленої 
задачі застосовується покроковий за часом метод. На кожному часовому 
кроці систему інтегральних рівнянь, що моделює дану задачу, зведено 
до операторного рівняння Фредгольма другого роду, яке має єдиний 
розв’язок, котрий можна знайти методом послідовних наближень. Для 
випадку 1 отримано аналітичний і чисельний розв’язки, у випадку 2 – 
лише чисельний. Аналітичний розв’язок подано степеневим рядом з 
невідомими коефіцієнтами, які можна знайти з нескінченної системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь. Наближено аналітичний розв’язок 
знайдено за допомогою методу редукції. Чисельне розв’язання передбачає 
заміну інтегрального рівняння системою лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно дискретних значень функції контактного тиску. Отримано 
висновок про ефективність наближено аналітичного підходу розв’язання 
над чисельним для випадку 1 і неефективність – у випадку 2. 
Проведено аналіз числових результатів. Зокрема, у випадку 2 
конформного контакту розподіл контактного тиску в кожний момент 
часу характеризується функцією, локальні екстремуми якої протилежні 
екстремумам функції, що визначає форму штампа. Порівняльний аналіз 
зносоконтактних характеристик у двох випадках показав їх узгодженість.
Результати даної роботи підтверджують, що процес зношування в обох розглянутих 
випадках можна умовно поділити на дві стадії: стадію припрацювання та стадію 
сталого зносу, що було зазначено в роботах І.Г. Горячевої.
Вплив степеневого закону зношування характеризується сповільненням 
процесу зношування у порівнянні з лінійним законом.

Ключові слова: плоска 
зносоконтактна задача, 
степеневий закон зношування, 
штамп з плоскою підошвою, 
конформний контакт, швидко 
осцилююча функція форми 
підошви штампа, метод 
редукції.
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Wear is the process of partial or complete removal of material from the friction 
surface due to its destruction, which leads to a gradual change in the shape and 
size of the interacting units. The wear law displays how the wear rate depends 
on pressure, which can be linear or power.
In the paper, the flat contact problem of wearing a thin elastic strip when a 
stamp slides on it under the power law is considered. There are two cases. 
Case 1: the stamp has a flat bottom; case 2: conformal contact of the strip and 
the stamp, the bottom shape of which is determined by the fast oscillating 
trigonometric function. The contact area is fixed. To solve this problem a 
step-by-step method in time is used. At each time step, the system of integral 
equations modeling this problem is reduced to the Fredholm operator equation 
of the second kind, which has a single solution that can be found by the iteration 
method. For case 1, analytical and numerical solutions are obtained in case 2 –  
only numerical. The analytical solution is represented by a power series with 
unknown coefficients, which can be found from an infinite system of linear 
algebraic equations. The approximate analytical solution is found by using the 
reduction method. The numerical solution is found by replacing the integral 
equation with a system of linear algebraic equations, in which discrete values 
of the contact pressure function are unknown. As a result, the approximate 
analytical approach is more efficient than the numerical one for case 1 and less 
efficient for case 2.
The analysis of numerical results is carried out. Therefore, in case 2 the contact 
pressure distribution at each time point is described by a function, which local 
extremes are opposite to the extremes of the function that determines the shape 
of the stamp. Comparative analysis of wear contact characteristics in two cases 
shows their consistency.
The results of the paper confirm that the wear process in both cases can be 
divided into two stages: the stage of running-in and the stage of steady-state 
wear, which was mentioned in I. G. Goryacheva’s researches.
The influence of wearing under the power law is characterized by a slowing 
down of the wear process compared to the linear law. 

Key words: a flat wear contact 
problem, the power law of 
wear, stamp with a flat bottom, 
conformal contact, a fast 
oscillating function of stamp 
bottom shape, reduction method.
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Вступ. Одним з актуальних питань сучасного 
машинобудування є збільшення терміну служби 
машин, обладнання, приладів та підвищення їх 
надійності. Успішному вирішенню даної про-
блеми сприяють ґрунтовні наукові дослідження у 
галузі трибології та її інженерних додатків.

На довговічність машин впливає їх міцність, 
зносостійкість і жорсткість. При цьому зношу-
вання є одним з основних видів руйнування та 
найбільш розповсюдженою причиною виходу 
деталей та механізмів з ладу. 

Руйнування контактуючих тіл в процесі зно-
шування супроводжується частковим видаленням 
матеріалу, а отже, й зміною форми і розмірів тіл 
[1–3]. Одним з ефективних способів запобігання 
передчасного зносу вузлів тертя є використання в 
них покриттів [3–5]. 

У даній роботі розглянемо контактну задачу 
зношування пружної тонкої смуги-покриття, 
що лежить на основі, внаслідок ковзання по ній 
штампа. Функція, що визначає форму підошви 
штампа, повинна бути парною, а в центрі пло-
щадки контакту дорівнюватиме нулю. У роботі 
дослідимо два випадки: випадок 1 – плоска 
підошва штампа, випадок 2 – підошва визнача-
ється швидко осцилюючою тригонометричною 
функцією. Крім того, задача розв’язується в діа-
пазоні часу, я якому відсутнє повне зношування 
покриття.

Під конформними розуміють взаємно пов-
торювані поверхні. У даному випадку повто-
рюються форми поверхонь підошви штампа і 
смуги-покриття. Конформні контактні задачі 
досліджено, зокрема, в роботах К.Є. Казакова [6] 
для в’язкопружних тіл. Подібний контакт може 
виникнути, наприклад, коли штамп занурюється 
в покриття, що твердне, до його повного затвер-
діння. У результаті цього поверхня покриття отри-
мує форму підошви штампа. 

Кінетику зміни форми контактуючих повер-
хонь характеризує швидкість зношування. 
З теоретичних та експериментальних досліджень 
відомо, що залежність швидкості зношування від 
тиску може визначатися лінійним або степеневим 
(нелінійним) законами [1; 2; 5]. У даній роботі 
акцентовано увагу на степеневому законові зно-
шування.

Огляд літератури. Вперше задачу розрахунку 
зношування абсолютно жорстких тіл, що контак-
тують, поставив О.С. Проніков [6]. Його задача 
допускала знос обох тіл пари тертя при неліній-
ному законі зношування. Саме він побудував 
загальну модель зношування жорстких тіл. 

Ця проблема отримала подальший розвиток, 
зокрема, в роботах [1–5; 7–17], а робота [3] містить 
детальний огляд досліджень в цій галузі. Увага 
дослідників зносоконтактних задач спрямована 

на плоскі [1; 3–5; 7–11], осесиметричні [1; 2; 4],  
просторові задачі [1; 4; 12–14], з різними умовами 
навантаження, зокрема, динамічного [5; 15], з різ-
ними фізичними властивостями тіл, що контакту-
ють [4; 5; 7], для випадків фіксованої [1; 2; 5; 7; 
12; 13] та невідомої площадок контакту [5; 16].

Однією з поширених постановок контактних 
задач є розрахунок зносу поверхні за наявності 
тонкого покриття. Зазвичай, механічні характери-
стики таких шарів описуються моделлю Вінклера. 
Зокрема, цей підхід запропоновано В.М. Алексан-
дровим [2]. 

У роботах І.Г. Горячевої, М.М. Добичіна  
[1; 2] виведено інтегральні рівняння зносоконтак-
тних плоских задач і застосовано покроковий за 
часом метод для отримання чисельних розв’язків 
у випадках лінійного і степеневого законів зношу-
вання тонкої смуги-покриття при ковзанні по ній 
штампа з плоскою підошвою.

Залишилося відкритим питання отримання 
наближено аналітичного розв’язку задачі у 
випадку 1 при степеневому законі зношування. 
У статті [10] запропоновано наближено аналі-
тичний підхід до розв’язання даної задачі при 
лінійному законі, деякі ідеї якого збережено в цій 
роботі. Для розв’язання поставленої задачі засто-
суємо покроковий за часом метод, що передбачає 
знаходження на кожному кроці наближено ана-
літичного розв’язку з використанням степеневих 
рядів і методу редукції.

Чисельний підхід до отримання розв’язку 
плоскої зносоконтактної задачі у випадку 1, 
запропонований в [1; 2], застосуємо як до задачі 
у випадку 1 так і у випадку 2. Проведемо аналіз 
щодо ефективності застосування аналітичного 
підходу у кожному випадку.

Чимало підходів до обчислення зносу пружних 
тіл, що контактують при постійній області кон-
такту та постійному зовнішньому навантаженні, 
засновано на наявності стадії сталого зносу, коли 
нормальний тиск стає рівномірним на всій області 
контакту. Цю властивість досліджено в роботах 
[1; 2]. Слід зазначити, що існування стадії сталого 
зносу виявлено в статті [17] дослідним шляхом. 
На це вказував незмінний в часі профіль поверхні, 
що зношується. Поставимо за мету перевірку 
зазначеного ефекту. 

Постановка задачі та її інтегральні рівняння
Розглянемо плоску контактну задачу про взає-

модію штампа з двошаровою пружною основою в 
наступній постановці [1; 2]. Нехай пружна смуга 
початкової товщини h0  лежить на пружній основі 
(рис. 1). Смуга може бути закріпленою двома спо-
собами y h�� �0 :

1) смуга лежить на пружній основі без тертя 
(задача 1);

2) смуга жорстко закріплена на основі (задача 2).
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Рис. 1. Схема контакту штампа  
з пружною тонкою смугою

На штамп з плоскою основою півширини a  
(рис. 1.1) діє постійна вертикальна сила P . Смугу 
вважаємо тонкою, тобто її ширина задовольняє 
умову h a0 1/ .<<  Смуга товщиною h x t,� �  зношу-
ється штампом, що ковзає в напрямі осі Oz . При-
пустимо, що швидкість зносу смуги � � � �h x t t, /  
залежить від контактного тиску p x t,� �  за степе-
невим законом:
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де Kw  – коефіцієнт зносу, що залежить від швид-
кості руху, температури і умов взаємодії; p*  – дея-
кий характерний тиск [1; 2; 7].

Як зазначено в монографії [1], дотичні напру-
ження на площадці контакту діють тільки у 
напрямі руху штампа і відсутні у напрямі осі Ox , 
тобто �xy � 0 ; крім того, компонента τzy  не впливає 
на розподіл контактних тисків, проте, впливає на 
швидкість процесу зношування.

Якщо зміщення пружної смуги задовольняє 
умову � � � � �h x t x, / 1 , то рівняння для визначення 
тиску p x t,� �  у довільний момент часу t  має 
вигляд [1; 2]:
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�  – модуль пружності та кое-

фіцієнт Пуассона смуги i �� �1  і основи i �� �2 .  
Відомо [1], що за припущення � � �1 2� � ,  
� � �1 2� � ,  значення A  для першої задачі дорів-
нює 0,5, а для другої задачі – A n n n
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* , � �i i i� � �3 4 1 2( , ) . Функція f x( )  у правій 
частині рівняння (2) відрізняється для випадків 1 
і 2: у випадку 1 для штампа з плоскою підошвою 
f x( ) = 0 , у випадку 2 для штампа з осцилюючою 

функцією форму підошви визначимо функцією 
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� �
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де n k sk ( , )= 1  – натуральні числа, більші за 1.
У випадку 1 в початковий момент часу тов-

щина смуги h x h, 0 0� � �  для будь-яких x a a� �� �; .  

Для того, щоб задовольнити умову конформ-
ності контакту, у випадку 2 потрібно покласти 
h x h f x, ( )0 0� � � � .

У рівнянні (2) другий доданок лівої частини 
можна розглядати як переміщення поверхні зав-
дяки наявності тонкої смуги, що поводиться як 
покриття вінклерівського типу з коефіцієнтом 
пропорційності k Ah

E
= 0

1
* , а третій доданок характе-

ризує переміщення пружної основи [1; 2].
Товщину смуги у довільний момент часу t  

можна визначити з рівняння зносу (1): 
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Крім того, зазначені рівняння доповнюються 
умовою рівноваги: 

p x t dx P
a

a

�� � � �
�
� , .                       (4)

Таким чином, маємо систему інтегральних рів-
нянь (2)-(4). В ній невідомими є функція товщини 
смуги h x t,� �  та функція контактного тиску p x t( , ).  

Методи розв’язання
Метод дискретизації за часом. У моногра-

фіях [1; 2] запропоновано покроковий за часом 
метод розв’язання рівнянь (2)-(4), де зазначено, 
що крок за часом ��  варто обирати таким чином, 
щоб в межах будь-якого інтервалу � �k k, ,�� �1  де 
� � �k k� � �1 � ,  �0 0� ,  k = 0 1 2, , , ...,  можна було знех-
тувати величиною зносу поверхні і перерозподі-
лом тиску на площадці контакту. 

Якщо ввести наступні безрозмірні координати 
і функції: 
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то система інтегральних рівнянь (2)-(4) апрокси-
мується наступними співвідношеннями, пода-
ними в безрозмірному вигляді: 
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 h h0 0�� � � ,  (5)
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p d fk ln ,           (6)



p d Pk �� � � �
�
� � �
1

1

.                       (7)

Отже, на кожному часовому кроці необхідно:
1) з рівнянь (6) та (7) знайти функцію нормаль-

ного тиску pk �� � ;
2) з рівняння (5) знайти функцію товщини 

смуги hk � � �1 �  для наступного за часом кроку. 
У результаті можна отримати товщину смуги 

та розподіл тиску у різні моменти дискретного 
часу при зношуванні поверхневого шару. Даний 
метод дискретизації за часом застосовується у 
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сполучені з аналітичним або чисельним методом 
розв’язання інтегральних рівнянь (6), (7).

Аналітичний метод розв’язання системи (6),  
(7) у випадку 1 на кожному часовому кроці. 

Нульовий крок за часом. Розглянемо момент 
часу �0 0� . Розв’язок задачі на цьому кроці 
дублює відповідний розв’язок, наведений в роботі 
[10] на всіх етапах, за винятком останнього. Наве-
демо тут основні результати, що будуть викори-
стані у подальшому.

1. Введено позначення:
�0 01� �  Ah ,  P p p0 0 0 0� �� � � � � � � �  ,  

w d�
�

� �
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�

�
�
�

1

1

1

ln .                  (8)

2. З рівняння рівноваги 

p d P0
1

1

�� � � �
�
� � �  вира-

жено значення p0 0� � :
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� � � .                 (9)

3. Враховуючи співвідношення (6), (8), (9), у 
момент часу �0 0�  отримано інтегральне рівняння 

P P P d

w
P d

0 0 0
1

1

0

0
1

1

1

2

� � �
�

� �
�

� �

�
� �

� � � � � � � �
�

�� � �

�
� � �� � � �

�

�

�

�

ln –

P
w

2
�� � .

   (10)

4. Введення операторів 

B f f d1
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Lf B B f� � � � � �� ��� �� � �� �1 2                 (11)
дозволило переписати рівняння (10) у вигляді 
операторного рівняння Фредгольма другого роду 

P I L P
P
w0 0 0 2

� � � �� � � �� ��� �� � � � � �


.      (12)

5. Введення множини Γ  неперервних, 
невід’ємних, парних на відрізку �� �1 1;  та зроста-
ючих на відрізку 0 0 9; ,� �  функцій f x� �  для яких 
f 0 0� � �  дозволило довести, що на цій множини 

оператор ( ) : [ ; ] [ ; ]�0 1 1 1 1I L C C� �� �  є стискуючим за 
умов  Ah0 1< ,  0 10� �� . Отже, за цих умов рів-
няння (12) має єдиний розв’язок на множині Γ

6. Знайдено розклади образу степеневої функ-
ції � � �( ) � 2n  n �� �0 1 2 3, , , , ...  під дією введених 
вище операторів:
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де �
�n i i n i, � � � � � �� �

1
2 2 1

, i = 1 2 3, , , ... ; 

b
nn i n i i, , ,� �
�

� �
1

2 1 0 , i = 1 2 3, , , ... .

Оскільки w Be� �� � � � � � � , де e( )� � 1 , то 

w i
i

i

� � �� � �
�

�

� 0
2

1
, .                        (14)

7. За допомогою розвинення розв’язку рів-
няння в ряд Неймана доведено, що розв’язок рів-
няння (12) можна подати рядом
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n
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.                       (15)

8. Розклади (13)-(15) дозволяють звести рівняння 
(12) до нескінченної системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів ряду (15):

� � � � �n n j j n
j

nb n0
0

0 0

1
0 1 2 3� � � � � �
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� � � �� �� , , , , , ... .     (16)

9. Нескінченна система лінійних алгебраїчних 
рівнянь (16) розв’язується наближено за допо-
могою методу редукції шляхом зведення її до 
скінченної системи з M  рівнянь. Остання розв’я-
зується ітераційним методом. Можливість засто-
сування методу редукції і збіжність послідовності 
наближених розв’язків до точного на множині Γ  
за умов  Ah0 1< ,  0 10� ��  пояснюється в [10].

10. Співвідношення (8) і (9) дозволяють знайти 
невідому функцію контактного тиску в нульовий 
момент часу: 
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Особливість поставленої задачі у випадку 1 
полягає у пошуку товщини смуги по завершенню 
часу ��  за допомогою співвідношення (5):
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Оскільки у подальшому потрібно мати розклад 
отриманої функції в степеневий ряд, то виконаємо 
наступні перетворення. 

Спочатку перепишемо функцію h1 �� �  у вигляді:

 





h h
P
p j

j

j
j1 0

0

1

0

2
1

2 1
1� �

�
�

� �

� � � �
�

�
��

�

�
�� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
� �

�

�

�
*

�� �

�

�

�
�

�
�

�

�
�

j

j

1

2�
�

,  (18)
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Далі зведемо подібні доданки при однакових 
степенях ξ  і знайдемо закономірності
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що дозволяють подати функцію h1 �� �  у вигляді 
степеневого ряду
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k -ий за часом крок. Нехай розв’язок на попе-
редньому кроці pk � � �1 �  уже знайдено. У тому 
числі відома й функція товщини смуги 

hk i
k

i

i� � �� � � � �

�

�

�
0

2 .                  (19)

Щоб знайти функцію нормального тиску на  
k -му за часом кроці, потрібно розв’язати систему 
інтегральних рівнянь (6)-(7). Аналогічний вигляд 
мала задача на k -му кроці для лінійного закону 
зношування. Викладемо послідовність дій щодо її 
дослідження відповідно до роботи [10].

1. Введено позначення:
�k kAh� � � �1 0  ,  P p pk k k� �� � � � � � � �  0 ,  

H h hk k k� �� � � � � � � �  0 .               (20)
2. З умови рівноваги (7) виражено pk ( )0 :
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3. З використанням (20) і (21) інтегральне рів-
няння (6) набуде вигляду
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4. Введено наступні лінійні оператори
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і функцію 
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2 2
,      (24)

яка виражається через степеневі ряди з 
коефіцієнтами, що визначені на кроці  
k − 1 . Таким чином, інтегральне рівняння (23) 
перетворюється в операторне рівняння Фред-
гольма другого роду, де функція vk �� �  буде віль-
ним членом: 

P I L P vk k k k k� � � �� � � �� ��� �� � � � � � .        (25)
5. Доведено, що на множині M  рівняння (25) 

має єдиний розв’язок, який можна подати рядом
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2 ,                   (26)

а коефіцієнти знайти з нескінченної системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь
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      (27)

6. Показано, що для наближеного розв’язання 
системи (27) можна застосовувати метод редукції 
і метод ітерацій.

7. Використання (20), (21), (26) дозволило 
знайти шукану функцію нормального тиску в 
момент часу τk :
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Наступна дія характеризує відмінність в 
розв’язанні даної задачу від випадку лінійного 
закону [10]. З співвідношень (5) і (28) знайдемо 
функцію товщини смуги hk � � �1 � : 
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дозволяє подати функцію товщини смуги в момент 
часу �k �1  у вигляді:
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Чисельне розв’язання системи (6), (7) на кож-
ному часовому кроці. 

Дослідження властивостей інтегральних опе-
раторів рівнянь (6) і (7) і висновки про розв’яз-
ність системи для будь-якої неперервної функції в 
правій частині проведено в [1; 3; 9]. Деталі отри-
мання чисельного розв’язку виписано в моногра-
фії [2]. Опишемо лише ідею методу. 

1. Відрізок [ ; ]−1 1  розбивається на непарну 
кількість N  рівних частин [ ; ], ,� �j j j N� �1 1 . 

2. На кожному відрізку розбиття до інтегралів 
в рівняннях застосується наближення теореми 
про середнє з відомим значенням інтеграла:
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3. Рівняння ( )N + 1 2  задовольняється тотожно.
4. В результаті система (6)-(7) замінюється на 

систему з N  рівняння з N  змінними. Система 
допускає зменшення порядку вдвічі [2]. 

Аналіз числових результатів
Числові результати отримаємо для випадку, 

коли смуга жорстко закріплена на основі (задача 
2). Розрахунки будемо проводити у припущені, що 
відношення модулів пружностей смуги і основи 
дорівнює n E

E
= =1

2

0 1
*

*
, .  Значення безрозмірних вели-

чин оберемо такі самі, як в монографії [1]: � � 1 4, ,  
h0

23 10� � � ,  P � � �9 10 3, p* , .= 0 26  Часовий крок 
обрано �� � 0 01, .  

Наближено аналітичний розв’язок у випадку 
1 обчислювався за методом редукції для M = 50  і 
M = 100  розрахунки показали збіжність у значен-
нях шуканих величин до третього значущого знаку. 

На рис. 2 наведено графіки розподілу нормаль-
ного тиску під штампом з плоскою основою (випа-
док 1) в різні моменту часу процесу зношування за 
степеневим (а) і лінійним (б) законом зношування. 
А на рис. 3 – графіки відповідних профілів зноше-
ної поверхні в ті самі моменти часу. Оскільки оби-
дві функції є симетричними, то графіки побудовано 
на відрізку 0 1,� � . Суцільним лініям відповідають 
наближено аналітичному розв’язку, маркованим – 
чисельним при N = 61  і N = 21 . Спостерігається 
відхилення між аналітичним і чисельним розв’яз-
ками при N = 21  до 8%, при N = 61  – до 2%. 

Проаналізуємо ефективність наближено ана-
літичного розв’язання. По-перше, запропонова-
ний наближено аналітичний підхід, окрім іншого, 
спрямований на зведення інтегрального рівняння 
до такого вигляду, який дозволяє на певному 
класі функцій застосовувати ітераційні методи. 
Вони, в свою чергу, суттєво прискорюють отри-

мання числових результатів порівняно з прямими 
методами розв’язання систем, до яких зводиться 
задача чисельними методами. По-друге, ефектив-
ність наближено аналітичного підходу розв’язання 
визначається можливістю отримання однакової 
точності, розв’язуючи систему меншого порядку, 
як порівняти з чисельним розв’язанням. По-третє, 
наближено аналітичний розв’язок дозволяє знайти 
значення контактних характеристик безпосередньо 
в межових точках площадки контакту, в той час, як 
чисельний – лише в точках, близьких до межі.

Розрахунки у випадку 2 проводилися для три-
гонометричних функцій f x C x1 10 1( ) cos� �� ��  і 

( )2 ( ) 0.5cos10 0.5cos8 1f x C x xπ π= + − , де C h= 0 015 0. ,  
при тих самих параметрах степеневого закону 
зношування. Застосування описаного вище аналі-
тичного підходу передбачало б розвинення даної 
функції в степеневий ряд з невиправдано великою 
кількістю доданків, що знижує ефективність аналі-
тичного розв’язання. Крім того, аналіз можливості 
застосування методу редукції проведено на мно-
жині Γ  функцій, яким не задовольняють розв’язки 
у випадку 2. Тому у даному випадку застосовано 
саме чисельний метод при N = 101 . Відповідні 
результати наведено на рис. 4 суцільними лініями. 

Вибір більшого значення N , ніж у випадку 1, 
пов’язано саме з осцилюючими властивостями 
функції, що визначає форму підошви штампа. 
Зокрема, відхилення між чисельними розв’яз-
ками, отриманими при N = 81  і N = 101 , стано-
вить до 2%, в той час, як у випадку 1 для таких 
значень N  відхилення становить менше за 0,2%.

Задля покращення наочності поведінки цих 
функцій контактного тиску на рис. 4 в) для форми 
підошви, визначеної функцією f x2( ) , діапазон зміни 
значень функцій тиску звужено до відрізку [ ; ]12 22 . 

 

 

 

  

а б 

Рис. 2. Функції розподілу нормального тиску під плоским штампом в різні моменти часу 
для нелінійного (а) і лінійного (б) законів зношування
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Рис. 3. Функції профілів зношеної поверхні смуги під 
плоским штампом в різні моменти часу для нелінійного і 

лінійного законів зношування

Рис. 4. Конформний контакт тонкої смуги і штампу, форма якого описується 
функціями f x1( )  (а), (б) і f x2( )  (в), (г): розподіл контактного тиску (а), (в)  

і функції профілів зношеної поверхні тонкої смуги (б), (г) в різні моменти часу
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У випадку 2 швидко осцилюючої функції 
підошви штампа, що знаходиться у конформному 
контакті зі смугою, розподіл контактного тиску в 
кожний момент часу характеризується функцією, 
локальні максимуми (мінімуми) якої розміщу-
ються в точках локального мінімуму (максимуму) 
функції, що визначає форму штампа. 

Рисунок 4 доповнено штриховими лініями, 
що відповідають контакту штампа з плоскою 
підошвою (випадок 1), що надає змогу встано-
вити зв’язок між зносоконтактними характерис-
тиками задач у випадках 1 і 2. У кожний момент 
часу крива профілю зношеної смуги обмежує під 
штампом з плоскою підошвою обмежує зверху 
профіль зношення під штампом з тригонометрич-
ною формою підошви. При цьому, функція роз-
поділу контактного тиску під плоским штампом 
«усереднює» значення функції тиску під штампом 
з осцилюючою формою. До того ж, мають місце 
суттєві відхилення в значеннях функції тиску в 
точках, близьких до межі площадки контакту. 
Для обраного типу осцилюючої функції значення 
функції тиску на межі у випадку 1 більші за зна-
чення у випадку 2. 

Аналіз результатів дозволив дійти загальних 
висновків:

1) у будь-який момент часу функція розподілу 
контактного тиску є обмеженою, причому най-
менший тиск спостерігається в центрі області 
контакту, а найбільший – в точках, близьких до 
межі цієї області; 

2) з часом нормальний тиск вирівнюється, 
тобто збільшується в центрі області контакту і 
зменшується у точках, близьких до межі; при-
чому, у випадку 2 функція тиску з часом зменшує 
коливання на всіх відрізках площадки контакту; 

3) найбільший знос тонкої смуги спостеріга-
ємо в точках, близьких до межі області контакту. 

Аналіз результатів в розглянутому прикладі 
показує якісну відповідність висновкам, отрима-
ним в [1]. Зокрема, отримано, що процес зношу-
вання умовно ділиться на дві стадії:

1. На початковій стадії (стадії припрацювання) 
як нормальний тиск, так і форма зношуваної 
поверхні стрімко змінюються. 

2. На другій стадії (стадії сталого зносу) тиск 
перерозподіляється і наближається до рівномірного, 
а форма зношуваної поверхні стає незмінною.

Причому нелінійному закону зношування від-
повідає менша швидкість зношування, тому нелі-
нійний закон потребує більшого часу для досяг-
нення аналогічних лінійному закону значень 
зносоконтактних характеристик.

Достовірність отриманих результатів підтвер-
джується порівнянням з результатами, отрима-
ними науковцями іншими методами. Так, задача 
у випадку 1 була розв’язана не тільки запропоно-
ваним в роботі наближено аналітичним підходом, 
але й чисельним, викладеним в роботі [1]. Резуль-
тати повною мірою узгоджені.

Аналогічна задача до випадку 2 розглянута для 
в’язкопружної смуги-покриття в роботі [7]. Наве-
дені в [7] числові результати якісно узгоджуються 
з отриманими в даній роботі.

Висновки
Конформний контакт передбачає взаємне пов-

торення форми поверхонь підошви штампа і смуги. 
Найпростішим випадком таких задач є контакт 
штампа з плоскою основою і гладкої смуги. Саме 
цей випадок розглянуто в роботі першим і знай-
дено як наближено аналітичний, так і чисельний 
розв’язок. Другим став випадок штампа з формою 
підошви, що визначається швидко осцилюючою 
функцією. Застосування наближено аналітичного 
підходу є неефективним для такої задачі. 

Дані задачі розглянуто при степеневому законі 
зношування. У першому випадку розрахунки про-
ведено також і для лінійного закону. Порівняль-
ний аналіз свідчить про повільніший процес зно-
шування при нелінійному законі.

В обох випадках підтверджено наявність двох ста-
дій зношування: стадії припрацювання і стадії сталого 
зносу. Остання, зокрема, характеризується вирівню-
ванням функції контактного тиску в обох випадках. 
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For a long time, ground measurements are considered the most accurate method of 
regular monitoring of soil moisture. However, ground stations are expensive, require 
local calibration and thus often not practical to use. Other, more affordable means 
of soil moisture monitoring can be developed with the recent advancement of Earth 
remote sensing technologies.
In this paper, we describe a nonlinear problem of soil moisture transfer problem with 
addition of satellite soil moisture measurements. The mathematical model is based on 
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the Richards equation for soil moisture transport, and solved with the finite difference method on implicit iterative scheme. 
Satellite moisture retrievals are acquired by combining active and passive sensors data with the decomposition algorithm. 
The satellite data are incorporated into the model with the data assimilation algorithm called Newtonian nudging. This 
method adds a special ‘nudging’ term into the model governing equation. This assures that the model is corrected by satellite 
measurements without affecting the process physics. Moreover, we look into the nudging factor problem, and propose a simple 
empirical relation based on the soil properties for more universally stable work of the method.
For validation purpose, we conduct a massive numerical experiments over all registered ground stations in the USA. Evaluation 
is done by the use of triple collocation method, which allows assessing the errors of three independent data sources. The data 
sources used for evaluation are the model results, ground station measurements and ERA5 satellite observations. The results 
demonstrate that the presented model is capable of producing results with close accuracy to the ground station measurements. 
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Упродовж довго часу наземні вимірювання вважалися найточнішим 
способом регулярного моніторингу вологості ґрунту. Проте наземні 
вимірювальні станції є дороговартісними та потребують калібрування 
на місці встановлення, що часто робить їх використання недоцільним на 
практиці. З нещодавнім розвитком технологій дистанційного зондування 
Землі можуть бути розроблені інші, більш дешеві методи.
У цій роботі представлено нелінійну задачу вологоперенесення із 
додаванням супутникових вимірювань вологості ґрунту. Математична 
модель базується на рівнянні Річардса для вологоперенесення та 
розв’язується методом скінченних різниць з використанням неявної 
ітераційної схеми Самарського. Супутникові оцінки вологості ґрунту 
отримані із поєднання даних активних та пасивних сенсорів за допомогою 
алгоритмів декомпозиції.
Супутникові дані включалися до моделі згідно з алгоритмом асиміляції 
даних, що називається ньютонівським підштовхуванням. Цей метод 
передбачає додавання особливого члену «підштовхування» до модельного 
рівняння. Таким чином, модель коригується згідно супутникових 
вимірювань та забезпечується дотримання фізики процесу. Крім того, 
було здійснено огляд проблеми із вибором фактору підштовхування та 
запропонована емпірична формула з використанням параметрів ґрунту, 
що дозволяє підвищити універсальність та стійкість методу.
З метою валідації моделі було здійснено масштабний числовий 
експеримент з використанням усіх зареєстрованих наземних станцій 
вимірювання вологості в США. Оцінку було здійснено методом потрійної 
коллокації, що дає можливість оцінити похибки у трьох незалежних 
наборах даних. Для оцінки було використано такі джерела даних: 
модельні результати, дані вимірювань наземних станцій та супутникові 
спостереження із бази даних ERA5. Отримані результати демонструють, 
що представлена модель здатна показувати результати із точністю, що 
наближається до точності наземних вимірювань.

Ключові слова: ньютонівське 
підштовхування, нелінійне 
математичне моделювання, 
рівняння Річардса, 
дистанційне зондування Землі, 
статистична валідація. 

Introduction. Soil moisture data can be valuable 
in numerous practical applications, from agriculture to 
climate forecasts. Up-to-date information on moisture 
can improve the precision of predictions, optimize 
water resource management and advice on irrigation 
planning. These applications demand frequent and 
precise data which may be provided by measurements 
or model simulations. However, soil moisture is a 
notoriously difficult parameter to measure [1], and 
the accuracy of collected data, especially if they 
are derived from a model simulation, is not easily 
evaluated. This is particularly true for practical cases, 
where data is limited due to economical reasons. For 
that reason, our study aims not only to provide soil 
moisture predictions, but also to evaluate the model 
results, as well as other data that may be available in a 
practical case, against the available historical datasets.

In-situ observations are usually considered the 
most reliable soil moisture measurements. To provide 
immediate observation data at different soil depth, 
ground stations use multiple measurement methods, 
such as oven-drying, neutron probe, capacitance method 
etc. However, they are not used systematically due to 
their cost, installation difficulties and other practical 
reasons. It has also been pointed out that in-situ data, 
measured at a single observation point, may fail to 

describe the state of the whole system, so the installation 
point should be considered carefully [2].

Another way to measure soil moisture is by satellite 
imagery. Recently, the method became popular in 
real-world applications due to its increasing quality 
and availability, and it is considered relatively cheap. 
Satellite microwave sensors are able to measure soil 
moisture in different spatial scales. The accuracy of 
these observations is satisfactory for global scale, 
but derivation of precise local data requires complex 
image processing algorithms. Moreover, microwave 
sensors measure only surface soil moisture (0-5 cm 
layer), and provide data on a few days interval, which 
cannot accurately represent the state of the system.

Land models are another alternative to assess soil 
moisture. Model simulations provide continuous data 
of all system states, and are cheap to perform. On the 
other hand, they unavoidably contain errors due to 
generalizations of physics since every participating 
process and effect cannot be accounted for. Moreover, 
the more complex and full the model is, the more 
parameters it requires, which, on their own turn, 
demand additional data. Therefore, modern soil 
moisture models are often combined with other data 
sources and measurements to estimate the parameters 
accurately. For example, studies [3; 4] propose 
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formulas for calculating model coefficients with the 
use of satellite moisture data.

In a case where multiple methods are available, 
and each of them has its own strengths and 
weaknesses, combination of differently acquired 
data might provide substantial improvements. For 
example, addition of satellite data into a simulation 
model is lately becoming a widely used tool, called 
data assimilation. It adapts model to the observed 
data, and allows to achieve higher precision level 
than provided by each data source alone [5]. There 
are multiple data assimilation algorithms available, 
the most widely used of which are described in [6]. In 
our study, we implement a method called Newtonian 
relaxation or nudging.

Newtonian nudging is a rather simple and effective 
data assimilation method, first used for oceanography 
problems. It is also widely used in hydrology 
problems, and has been implemented into a number 
of hydrological and environmental models, such as 
GLEAM [7] and CATHY [8]. The method consists in 
adding a nudging term, multiplied by the difference 
between model prediction and observed value, into 
the governing equation. The term works as a physical 
force that relaxes the result towards observations.

In this study, we describe our model and data 
assimilation approach, and also perform a statistical 
verification test. Traditionally, the results are validated 
against in-situ measurements, which are taken as a 
benchmark for comparison. However, among the 
variety of statistical methods designed to evaluate 
prediction accuracy, we chose the triple collocation 
method as it does not imply knowing the absolute truth. 
The method involves comparison of three independent 
data sources, where each is assumed to contain errors 
of some sort. Therefore, the method is effective for 
real-world validation tests, and is often employed in 
evaluation of soil moisture models [9; 10].

Mathematical problem setting. Our model 
includes moisture transfer problem based on the 
Richards equation. The problem domain is one-
dimensional of thickness l, with downward x axis and 
x=0 at the soil surface. The boundary value problem 
setting is as follows:
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Here θ is absolute soil moisture, h – pressure 
head, k – soil hydraulic conductivity, S(h, x, t) – root 
water uptake, Q(t) – precipitation rate, Es(t) – soil 
evaporation rate, h0(x) is initial condition for pressure 

head. Potential evaporation Es is derived from 
meteorological parameters [5], root water uptake S is 
calculated according to potential evapotranspiration 
and water availability based on the Feddes model [12].

Since the Richards equation requires a translation 
rule between moisture and pressure head values, we 
chose a widely used Mualem–van Genuchten model 
[13]. The model is represented by the following 
equations:
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where θmin, θmax are residual and saturation water 
content, ks – saturated soil hydraulic conductivity, S – 
saturation degree, α, n, l – empirical model parameters. 
These parameters define water retention curve of the 
soil. The reliable values of Mualem–van Genuchten 
model parameters for basic soil types can be found in 
the various researches on the topic, as well as estimated 
by the program systems like Rosetta [14].

Substituting (5) into (1), the governing model 
equation is rewritten in pressure heads and becomes
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where values of coefficients � �h h� � � � � ,  
v h k h h� � � � � � �  can be calculated analytically 
according to equations (5), (6).

The one-dimensional problem described above 
is then discretized using an implicit time scheme 
and solved on a uniform grid. Specifically, the 
homogeneous finite difference scheme is used for 
numerical calculations, since it is rather cheap 
computationally and allows variable coefficients in 
equations. To deal with nonlinearity of Mualem–van 
Genuchten relations, we use an implicit iterative 
scheme described by Samarskiy. The scheme 
requires doing additional solving iterations on each 
time step, recalculating parameters until the solution 
converges. This scheme is not optimal in the sense of 
computational time, but is simple to implement and 
has good convergence [15].

Newtonian nudging assimilation. Newtonian 
nudging is a smoother algorithm that modifies the 
simulation result on each time based on the past and 
future observations. Its original application was for 
determining best initial conditions in oceanography 
and meteorology problems, but later was adapted for 
updating current model state in hydrology problems, 
including soil moisture [16].

Despite being not as popular as the filtering 
methods, e.g. ensemble Kalman filters [17], 
Newtonian nudging is one of the prominent 
4-dimensional data assimilation (4DDA) methods. 
It is incorporated directly into the model governing 
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equation, which makes it better suited for use in 
boundary-value problems [18]. Unlike the filtering 
methods that treat the solution as a random variable, 
nudging introduces a physical force into the equation, 
yielding smooth and physically sensible results. The 
nudging term, inserted into the Richard equation (1), 
has the following form: 
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where θobs is observed surface soil moisture, G – 
nudging factor, W(x, t) – weight function, and ε(x) is 
the degree of trust to the observations, limited by the 
interval of [0; 1]. 

The core of the term is the difference between 
observed and simulated soil moisture. In a more 
general case, the term can include a few observations, 
past and future, at the same time. The nudging factor 
represents the magnitude of the nudging force. It is 
recommended by the authors that this force should 
correspond to the slowest process in the model. The 
weight function corrects the force of nudging based 
on the distance from observation point and time span 
between the simulation and observation time [19].

Original formulation of Newtonian nudging uses 
constant nudging factor. However, while testing the 
method, we found out the constant factor causes 
irregular behavior, as the nudging seems stronger on 
lower moisture values and weaker near saturation 
values. This can be attributed to the fact that 
coefficients of the model equation (7) are nonlinear 
and can vary in the order of magnitude. 

Some studies suggest choosing nudging coefficient 
from optimality conditions [20] or by solving an adjoint 
problem [21]. While these methods are well-justified 
and proved to be accurate, they introduce a significant 
computational overhead from solving the additional 
problem. Here we suggest a completely different 
approach to tackle the nudging factor problem. The 
idea is to calculate the suitable factor value using the 
current model equation coefficients. In our numerical 
experiments, we employed the following adaptive 
relation to calculate the factor considering the current 
soil retention and permeability characteristics: 
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Here, as above, h is pressure head, k and ks are 
saturated and actual soil hydraulic conductivity, and 
β is defined as � �h h� � � � �  according to (5).

Though this ‘adaptive nudging’ relies on unverified 
relations and cannot offer the optimal accuracy, it can 
be calibrated further to provide stable and accurate 
results, and it does not add any computation difficulty 
to the problem since the values of coefficients β(h) and 
k(h) are already calculated during the solving process.

Satellite moisture retrieving. Data assimilation 
procedure requires low-noise and frequent satellite 

data. Active instruments on Sentinel-1, RADARSAT, 
RISAT-1 etc. can provide high-resolution soil 
moisture data with appropriate algorithms; however, 
as a rule, they have a sparse repeated interval around 
10 days worldwide. On the other hand, passive 
instruments on SMAP, SMOS, AMSR-E and AMSR2 
can provide data with repeated intervals of a couple 
of days worldwide, although without disaggregation 
algorithms these instruments provide low resolution 
of about tens of kilometers [22]. 

A disaggregation method is applied to obtain 
high-resolution soil moisture data from passive 
sensors AMSR-E, AMSR2 and SMAP, land surface 
temperature from AMSR2 and AMSR-E data. To 
calculate dielectric permittivity of the soil, we applied 
Single Channel Algorithm – Vertical [23] for SMAP 
disaggregated data and Land Parameter Retrieval 
Model for AMSR-E and AMSR2 data. The method 
allows us to get high-resolution dielectric permittivity 
maps with 250×250 m resolution, which is close to the 
field scale. We applied the Mironov model for L-band 
[24], Dobson model [25] for C-band to convert 
dielectric permittivity to soil moisture content.

Model evaluation methods. We apply the triple 
collocation method to combine and assess the errors 
of ground station measurements, satellite observations 
and model simulations. The method considers at least 
three data sets, represented here by random variables 
θ1, θ2 and θ3, each containing the same number of 
estimations of some variable. It is also required that the 
datasets are unbiased, which cannot be guaranteed in 
practice, so the bias is removed artificially. Each of the 
variables θ1, θ2 and θ3 differs from the hypothetical truth 
θ by a residual r i ni, ,= 1 , as shown by the equations
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The method does not allow to find the truth 
value θ, only to evaluate the quality of each dataset 
through the estimation of the random errors ri. After 
eliminating the hypothetical truth from the equations 
(10) and taking average over the resulting equation, 
we can estimate the variances of residuals, denoted 
σ1, σ2, σ3 respectively, with the following formula: 
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where •  denotes covariance operator. Hence, using 
the random error variance, we can estimate the 
residuals as
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where prime sign means anomaly, for example 
� � �� � �1 1 1  [10].
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Though in this work we use the triple collocation 
analysis only to verify and compare the accuracy 
of datasets, its application in fact is much more 
wider. The supposed variance of given datasets can 
be employed for further calibration. For example, 
authors of [26] propose using the variances provided 
by triple collocation analysis as weights to merge 
active and passive sensor retrieved values.

The model results are also evaluated against the 
measurements using the following traditional metrics: 
average absolute deviation (AAD), root mean square 
deviation (RMSD), bias, Pearson correlation (R) and 
the index of agreement (IoA), defined as follows: 
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In the equation above �DA t� �  are model simulated 
moisture values on time points t, �obs t� �  are soil 
moisture measurements, and θobs  is their mean value 
over the simulation period.

All of the metrics mentioned above are calculated 
using the Pytesmo library, developed specifically for 
evaluation of soil moisture observations [27].

Numerical experiments. To achieve statistically 
relevant accuracy evaluation, we conducted a large-
scale numerical experiment using the open ground 
sensor data provided by the International Soil 
Moisture Network (ISMN) [28]. The database includes 
information from hundreds of in-situ soil moisture 
sensors over the world, that is intended to be used as 
validation data for various modelling problems.

We chose ERA5 Climate Reanalysis data as a 
third dataset for triple collocation analysis. It contains 
spatial data of various meteorological and climate 
variables at 0.25° spatial resolution, including 
satellite-derived soil moisture on four soil layers [29]. 
Here, we use only the satellite topsoil moisture data 
for comparison.

The weather data were acquired from the NOAA 
database as for the nearest meteorological station. 
The NOAA provides one of the most full open 
meteorological datasets; however, the format of data 
is not easy to read. We downloaded the weather data 
from Lametsy API service [30], which provides the 
same NOAA data with daily aggregation and in a 
more readable format. Soil parameters were assumed 
based on the soil type individually for each station, 
based on the data provided by SoilGrids [31]. Initial 
conditions were set according to the satellite moisture 
data used for data assimilation.

The experiment was conducted for 2018 over 
all 659 ground stations in the USA, registered in 
the ISMN database. Out of them, 14 stations were 
excluded due to the issues with data availability, 
and another 83 stations – because of inconsistent or 
scarce measurement data, severe model errors etc. 

Therefore, the summary presented below includes 
experiment results for the remaining 562 stations. 

Note also that comparison has been done only for 
the soil surface moisture since some ground stations 
provided no belowground data, and satellites sense 
moisture at the top soil layer only.

Results and discussion. First, we perform a 
traditional comparison of model simulation results 
against ground station measurements. The averaged 
metrics over all stations are presented in Table 1. 
Analysis shows that absolute deviation and RMSD 
values are rather high, and must be caused chiefly 
by the lack of correlation. Moreover, the deviation 
can be attributed to incorrect initial conditions or 
soil parameters. These are two of the key model 
parameters, but the chosen values were rough due 
to the great number of stations in the experiment. 
Nevertheless, the bias between the datasets is very 
low, meaning their average values are the same, 
and only the deviations from the mean might not be 
represented correctly by the model.

 The average correlation demonstrated by the 
datasets is 26%, which is a rather weak correlation. 
However, the index of agreement is about 50%, which 
implies a tolerably good convergence. 

Further analysis of the latter two characteristics 
is shown on Fig. 1. The first frequency histogram 
indicates that many simulations demonstrated 
negative correlation with ground station data. This 
may be primary due to imprecise weather data, e.g. 
when the meteorological station is very remote, 
and its data differ from actual situation on the site. 
Another reason may be the groundwater, which can 
cause a significant influence and is not yet accounted 
for in the model. Most of the positive correlation 
values are near the 0.3-0.4 interval, which is medium 
correlation. The index of agreement demonstrates 
a normal-like frequency distribution, clustered 
around the 50% value. It indicates that the datasets 
demonstrate a stable agreement with each other, even 
if correlation is weak.

Table 1
Evaluation of the model results against ground  

station measurements
Metrics AAD RMSD Bias R IoA
Values 0.100001 0.11830 0.01782 0.26080 0.48001

Resuming the discussion of nudging factor issue, we 
can now compare the verification results for both nudging 
methods. It should be pointed out that bias seems to be 
the chief indicator of the problem with constant factor. 
Original calculations with constant factor resulted in 
the bias value of 0.06554, whereas adapted formulation 
reduced it to 0.01782, which is approximately 3.5 times 
less. RMSD is lowered accordingly, whereas other 
metrics are only slightly improved. 
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We also provide here likewise comparison of 
model results with ERA5 surface satellite data. 
As an evaluation benchmark, ERA5 data have an 
advantage of being consistent and harmonized with 
each other, whereas ISMN in-situ measurements are 
provided by various types of sensors, having different 
measurement methods and limitations. At the same 
time, ERA5 data represent satellite measurements, 
but are not used in data assimilation process, 
therefore they can serve as another benchmark for 
model predictions. The average key metrics of model 
evaluation against the independent satellite data are 
presented in Table 2. 

Surprisingly, we acquired less convergence between 
the model and satellite data than between the model and 
in-situ measurements. Average deviation and RMSD 
are nearly 50% higher in this case, but this must be due 
to the significant bias between the data. In fact, while 
revising the ERA5 soil moisture dataset, we found that 
the values presented there are significantly higher than 
in the other datasets, especially our satellite-retrieved 

moisture. However, ERA5 database is aimed for 
climatic and meteorological analysis, so the difference 
might be caused by the different speciality of the 
datasets. While analyzing the data further with triple 
collocation method, we obviously remove the bias, so 
this should no longer present a problem. 

Table 2
Evaluation of the model results against  

ERA5 satellite measurements
Metrics AAD RMSD Bias R IoA
Values 0.14119 0.16052 0.12023 0.35014 0.46031

As for the correlation, the model and ERA5 
satellite data agree by 35%, which is significantly 
better than in the previous case. Fig. 2 presents the 
frequency histograms of Pearson correlation and 
index of agreement results. Index of agreement chart 
is very similar to that on the Fig. 1, and its average 
value (46%) is also nearly the same. As for the 
correlation, its values are distributed rather evenly 

Fig. 1. Frequency histogram of the correlation (left) and index of agreement (right) between  
the model and the ground station data

Fig. 2. Frequency histogram of the correlation (left) and index of agreement (right) between  
the model and ERA5 satellite data
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on the histogram. Nevertheless, low and negative 
correlation values are less frequent than in the 
previous case.

The triple collocation analysis yielded an average 
0.05258, 0.04290 and 0.07473 variances for ground 
station measurements, satellite observations and 
model simulations, respectively. These results suggest 
that ERA5 satellite data are the most accurate of the 
three, and ground sensor observations only slightly 
behind. The model appears to be the least accurate of 
the estimations, yet its error is comparable with that 
of in-situ measurements.

The most peculiar result of this triple collocation 
analysis might be the variance of the satellite 
observations. The lowest variance value implies 
that satellite data must be the most accurate of all 
considered data sources. However, it seems very likely 
that our satellite soil moisture data and those provided 
by the ERA5, though calculated independently and 
by different algorithms, might be derived from the 
same satellite images. If that is the case, then the three 
datasets used for analysis are not truly independent, as 
is required by the triple collocation methods. Recent 
research shows, that thought actual independence 
of data sources cannot be guaranteed, it does not 
influence the results significantly [32]. To avoid 
making unfounded inferences, we leave out the results 
of triple collocation analysis for satellite retrievals 
and further discuss only the interdependence between 
model results and in-situ measurements.

Fig. 3 demonstrates the relation between the 
variances of ground station and model data. The dots 
represent the variance pairs, and the thin black line 
represents the equality y = x. Most of the pairs are 
above the line, meaning model estimations are mostly 
less credible than in-situ measurements. However, the 
points are mostly clustered near the equality line, and 
29% of the model variances are better than that of the 
measurements. We consider it a favorable result, since 
it proves that in a sufficient number of cases model 
estimations are as accurate as the ground sensors.

Conclusion. The chief purpose of our article and 
the presented experiment was to compare the model 
performance with the ground sensor measurements, 
and to determine whether the satellite model can be 
a reliable alternative for the ground station. Thought 
direct comparison of the model predictions against 
the benchmarks suggested rather low accuracy of the 

former, triple collocation analysis showed that overall 
accuracy of the model was not far from the ground 
sensors. Nearly 30% of model results were estimated to 
have even better accuracy than in-situ measurements.

As suggested by our results, the mathematical 
model still faces a number of problems, such as 
determining model parameters, taking into account 
all essential physical processes, finding reliable 
weather and assimilation data etc. However, it still 
has advantages over the traditional measurements 
methods as it does not require installing additional 
sensors, and can predict moisture even in belowground 
layers. The results are less accurate then that acquired 
by the direct measurements, but still the model 
accuracy is comparable to measured results. 

In addition, the model has a vast potential 
for improvement. Boundary conditions may be 
considering groundwater level, soil parameters on 
different soil depths and factors such as soil hysteresis 
and temperature driven water flow may be taken into 
account. Assimilation methods and satellite accuracy 
are likewise improving, which is hopefully indicating 
the high potential of current research.
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Під час вертикального, або майже вертикального, зниження гелікоптера 
навколо ротора утворюється тороїдальне «вихрове кільце». Вивченню 
аеродинамічних параметрів течії в даному режимі польоту приділено 
достатньо уваги. Досліджено зміну основних силових характеристик 
роботи гелікоптера в режимі «вихрове кільце». Однак для більш 
детальнішого вивчення даного режиму необхідно мати інформацію про 
звукове поле, яке формується під час взаємодії ротора гелікоптера з 
«вихровим кільцем.» Виникає така задача: як впливає «вихрове кільце» 
на процес генерації звуку, часткової трансформації його у вібрації? 
У даній роботі поставлена і чисельно розв’язана задача генерації  
BVI-шуму ротора гелікоптера на режимі «вихрове кільце». Задача 
складається з аеродинамічної і акустичної частин. Аеродинамічна частина 
задачі включає в себе систему рівнянь Ейлера і нерозривності. Акустична 
частина задачі складається з раніше отриманої автором системи рівнянь, 
що описує процес генерації і поширення звуку. На її основі вивчено 
ближнє звукове поле. Чисельний розрахунок дальнього звукового поля 
виконаний на основі інтегрального представлення. Використана в роботі 
модель вважається перехідною, наближеною, оскільки виникаючі на 
поверхні інтенсивні вібрації не є малими величинами. Не дивлячись 
на те, що в ній враховані лише малі акустичні збурення, вона дозволяє 
наблизитися до опису вібрацій, виділити їх серед акустичних коливань, 
які виникають в процесі генерації звуку. Аналіз безрозмірних пульсацій 
щільності говорить про те, що на режимі роботи ротора «вихрове кільце» 
на поверхні лопаті реалізуються 3-4 серії поперечних коливань, вібрацій. 
Ці поперечні вібрації є досить небезпечним явищем, оскільки можуть 
призвести до інтенсивних згинальних коливань лопаті, її руйнування 
під час флатера. Зазначимо, що область, де реалізуються дані вібрації, 
істотно більше, ніж для випадку літакової посадки вертольота. Для більш 
вигнутої лопаті вібраційна область компактною зосереджена у порівнянні 
з лопаттю з меншим вигином. Шум, що генерується при цьому, має 
низькочастотний характер та на 10-20дБ вище шуму літакової посадки 
гелікоптера. Основна енергія його міститься в перших 7-8 гармоніках, 
значним чином посилених вібраційною складовою частиною шуму. Ці 
особливості ідентифікують режим «вихрове кільце», що дозволяє на 
практиці подальше вдосконалення системи безпеки польоту.

Ключові слова: генерація 
BVI-шума, «вихрове кільце», 
флатер лопаті. 
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During the vertical, or almost vertical, descent of the helicopter around the rotor, 
a toroidal “vortex ring” is formed. Sufficient attention has been paid to the study 
of aerodynamic parameters of the flow in this flight mode. The change of the 
main power characteristics of the helicopter operation in the “vortex ring” mode 
is investigated. However, for a more detailed study of this mode, it is necessary 
to have information about the sound field that is formed during the interaction 
of the helicopter rotor with the “vortex ring”. The following problem arises: 
how does the “vortex ring” affect the process of sound generation, its partial 
transformation into vibration? In this work, the problem of generating BVI noise 
in the “vortex ring” mode is formulated and numerically solved. The overall 
problem consists of aerodynamic and acoustic parts. The aerodynamic part of 
the problem includes the system of Euler and continuity equations. The acoustic 
part of the problem consists of a system of equations previously obtained by 
the author that describes the process of sound generation and propagation. On 
its basis, the near sound field was studied. The numerical calculation of the far 
sound field is based on the integral representation. The model used in this work is 
considered to be transitional, approximate, since the intense vibrations arising on 
the surface are not small values. Since today there are no models that allow you 
to simultaneously correctly describe sound and vibration, the model of sound 
generation is used in the work as a transitional one. Despite the fact that a priori 
only small acoustic disturbances are taken into account in it, nevertheless, it 
allows one to approach the description of vibrations. Analysis of dimensionless 
density pulsations suggests that in the rotor operating mode “vortex ring”  
3-4 series of transverse vibrations are realized on the blade surface. These lateral 
vibrations are quite a dangerous phenomenon, since they can lead to intense 
bending vibrations of the blade, its destruction on the flutter. At the same time, 
the area where these vibrations are realized is significantly larger than for the 
case of an airplane landing of a helicopter. The degree of blade bending makes 
the vibration region more compact for a blade with a large bend. The noise 
generated in this case has a low-frequency nature 10-20 dB higher than the noise 
of an airplane landing of a helicopter. Its main energy is concentrated in the first 
7-8 harmonics, which is significantly amplified by the vibrational leaving noise. 
These features make it possible to identify the “vortex ring” mode, which in 
practice allows further improvement of the flight safety system.

Key words: BVI-noise 
generation, vortex ring, blade 
flutter. 

ВСТУП
Одним із цікавих і небезпечних режимів роботи 

ротора гелікоптера є обертання його на режимі 
«вихрового кільця». Особливістю даного режиму 
є те, що «вихрове кільце» утворюється при певних 
умовах польоту: під час вертикального, або майже 
вертикального, зниження вертольота на швидко-
сті близько 3-7м/с. На сьогодні існують роботи, в 
яких представлені математичні моделі, що дозво-
ляють розрахувати аеродинамічні параметри течії 
для режиму «вихрове кільце».

Так, в роботі [1] запропоновано математичну 
модель і алгоритм чисельного розрахунку параме-
трів течії навколо ротора гелікоптера для режимів 
крутого планування і «вихрового кільця». Дана 
модель враховує циркуляційну складову течії і 
дозволяє описати індуктивну течію, що створює 
разом з основною течією вихрове кільце. Розра-
хунки на основі цієї моделі показали, що режим 
вихрового кільця супроводжується збільшенням 
індуктивних швидкостей течії, але в той же час 
відбувається зниження сили тяги ротора.
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В роботі [2] використовується нелінійна лопа-
тева модель з вільним вихровим слідом, яка доз-
воляє визначити сукупність ознак виникнення 
«вихрового кільця». Одним із них є значна пульса-
ція сили тяги, що досягає 20%. При цьому спостері-
гається нестійке маховий рух лопаті. Дані фактори 
роблять цей режим польоту дуже небезпечним.

В роботі [3] наводиться чисельний розраху-
нок течії в режимі «вихрового кільця» з викорис-
танням нестаціонарного рівняння Нав’є-Стокса 
(URANS), а також розрахункові траєкторії виходу 
з даного режиму. Аналітична модель утворення 
«вихрового кільця», представлена в роботі [4], 
описує вихрове кільце із закруткою для ідеальної 
нестисливої течії.

Не дивлячись на те, що аеродинамічним аспек-
там роботи ротора на режимі «вихрового кільця» 
приділено достатньо уваги, в той час процес гене-
рації звуку на даному режимі польоту мало вивче-
ний. Так, в роботах [6; 7] досліджений шум гвинта 
гелікоптера в режимі висіння з формуванням 
«вихрового кільця». Виконано розрахунок пуль-
сацій тиску, а також коефіцієнта тиску уздовж 
хорди лопаті ротора. Однак просторовий розпо-
діл характеристик ближнього поля не наводиться. 
Для розрахунку далекого поля використовується 
рівняння Фоукс-Уїльмса-Хоукінгса. Авторами 
роботи приділено чимало уваги порівнянню роз-
рахункових даних з експериментальними даними, 
але не виділені характерні особливості генера-
ції шуму, властиві режиму «вихрового кільця». 
А це дуже важливе питання з точки зору безпеки 
польоту: прилади гелікоптера повинні зафіксу-
вати відмінні риси генерації шуму, які вказують 
на те, що ротор гелікоптера дійсно опинився у 
«вихровому кільці».

Одним з факторів, який притаманний режиму 
«вихрового кільця» ротора гелікоптера, є виник-
нення різких вібрацій. Дійсно, як показали екс-
периментальні дослідження [8–10], а також роз-
рахунки генерації шуму взаємодії лопаті і вихорів 
(BVI-noise), при малих числах Маха польоту 
гелікоптера (М <0.1) відбувається трансформа-
ція енергії генерації шуму у вібрації [11; 12].  
Оскільки кінетична енергія потоку, котрий набі-
гає на лопать, в основному витрачається на 
підйомну силу і подолання лобового опору, то 
вібрації, які виникають на лопаті, захоплюють 
частину цієї енергії. Тому і відбувається втрата 
сили тяги. А якщо лопать ще потрапить в резо-
нансний режим (флатер), то вертоліт може втра-
тити керування. Отже, дуже важливим моментом 
є знання відмінних характеристик шуму ротора 
гелікоптера на режимі «вихровий кільце». На 
основі цих даних прилади, що реєструють звукове 
поле, можуть ідентифікувати даний режим роботи 
ротора, попередити пілотів про нього.

У даній роботі для моделювання шуму ротора 
гелікоптера на режимі «вихрове кільце» використо-
вується тривимірна нестаціонарна модель генера-
ції звуку, запропонована раніше і успішно апробо-
вана автором для ряду задач. Слід зазначити, що 
процес генерації звуку на даному режимі роботи 
ротора гелікоптера супроводжується виникненням 
значних за величиною вібрацій на окремих части-
нах лопаті. Тому цю математичну модель можна 
розглядати як наближену, що описує процес пере-
ходу від генерації звуку до вібрацій. 

На підставі даної моделі вперше вдалося 
детально вивчити ближнє звукове поле: побуду-
вати просторовий розподіл пульсацій густини. 
Це дозволило, в залежності від параметрів задачі, 
чітко визначити області трансформації звукових 
коливань у вібрації. Отримані розрахункові дані 
ближнього звукового поля використано для роз-
рахунку дальнього звукового поля, в той час як 
раніше використовували лише наближені підходи 
розрахунку ближнього поля, не розв’язуючи три-
вимірної задачі. Використання тривимірного під-
ходу для ближнього поля дозволило визначити 
особливості генерації шуму, виникнення вібрацій.

Мета роботи. Метою даної роботи є поста-
новка і розв’язання тривимірної нестаціонарної 
задачі генерації BVI-шуму на режимі «вихрове 
кільце», виявлення за результатами розрахунку 
звукового поля ознак, що ідентифікують роботу 
ротора на даному режимі.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Нехай гелікоптер здійснює вертикальне зни-

ження на швидкості 3-5м/с, при цьому навколо 
ротора сформувалося «вихрове кільце» (рис. 1). 
Розглянемо ротор, лопаті якого мають подвійний 
«sin-sin» вигин і відносяться до «Blue-edge» типу 
зі зниженим шумом [13; 14]. Необхідно вивчити 
генерацію шуму взаємодії ротора гелікоптера з 
«вихровим кільцем».

Рис. 1. Формування вихрового кільця  
на режимі вертикального спуску, V = 3-5 м/с

Фізична модель. На режимі вертикального або 
майже вертикального зниження (з малою гори-
зонтальною швидкістю) утворюється «вихрове 
кільце». Це відбувається тому, що компоненти 
індуктивної і вертикальної складових швидко-
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стей потоку, що набігає знизу, мають один і той 
же порядок за величиною. Цей потік не в змозі 
«змести» з лопаті індуковану течію, а тому вступає 
з нею у взаємодію з формуванням тороїдального 
вихору – «вихрового кільця». «Вихрове кільце» в 
даній роботі моделюється у вигляді компактно роз-
поділених вихорів Тейлора, що утворюють тор.

Аеродинамічна постановка задачі. Система 
рівнянь, що описує ідеальну стисливу течію 
навколо лопаті [13; 14], складається з рівняння 
Ейлера і рівняння нерозривності:
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' ',� � � �2 ,  
а c R, ,λ  – довжина хорди лопаті, товщина пара-
метр, радіус лопаті відповідно; M  – число Маха, 
AR R c= /  («aspect ratio»).

Граничною умовою на поверхні лопаті є умова 
непротікання рідини через поверхню:

Vn Ã = 0 .                            (2)
Крім граничної умови (2), задаються вихори Тей-

лора (рис. 2). Рішення даної задачі дозволяє знайти 
безрозмірні компоненти швидкості і щільності.

Рис. 2. Лопать у «вихровому кільці»

Для з'ясування особливостей генерації звуку 
в режимі «вихрове кільце» необхідна постановка 
акустичної задачі.

Акустична постановка задачі. Система рів-
нянь, що описують генерацію і поширення звуку 
має вигляд [14]:
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У рівняннях (3)-(4) � �, '  – безрозмірний звуко-
вий потенціал та густина. 
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містить доданки, які залежать від густини ρ '  та 
її похідних. Гранична умова для акустичних ком-
понентів швидкості врахована в аеродинамічній 
постановці (2). На великій відстані від лопаті 
виконується умова випромінювання Зомерфельда, 
яка врахована у виразі дальнього звукового поля, 
наведеного нижче. 

Метод розв’язання задачі. Поставлена задача 
розв’язувалась у прямокутній декартовій системі 
координат за допомогою чисельно-аналітичного 
методу [15]. Використання чисельного методу 
призводить до утворення замкненої системи 
рівнянь, з яких шукані функції та їхні похідні 
виражаються неявно (неявна схема). Цей метод 
раніше автором опрацьований на задачах генера-
ції звуку лопаттю гелікоптера. Розрахункова сітка 
на поверхні лопаті мала такі розміри: 82 х 40 – 
вздовж хорди лопаті та за її розмахом відповідно. 

Ближнє поле 
Для того щоб вивчити відмінні риси форму-

вання звукового поля в режимі «вихрове кільце», 
дослідимо поведінку пульсацій безрозмірної 
щільності, які генерують звук на поверхні лопаті. 
У задачі була розглянута лопать з такими параме-
трами: переріз лопаті є 10% параболічний профіль 
NASA, довжина лопаті R = 3м, AR R c= / = 10.  
Лопать в довільний момент часу розташована 
під деяким кутом � � 30 45 60  , ,  в площині обер-
тання ротора і поставлена під кутом атаки � � 10   
(не змінювався). У розрахунках розглянуті два 
варіанти ступеня вигину лопаті: � � 0 1 0 15. , . .

Дані розрахунків, наведені на рис. 3-4, говорять 
про таке. Інтенсивна генерація звуку, що перехо-
дить в вібрації, формується не вздовж лопаті, як 
це відбувається при звичайному польоті гелікоп-
тера, а поперек неї – уздовж за хордою попереч-
ного перерізу лопаті. Це означає, що в режимі 
вертикального зниження відбувається інтенсивне 
захоплення енергії звукових поздовжніх коливань 
і трансформація цих коливань в поперечні (вібра-
ції). Раніше в роботі [11] вивчена літакова посадка 
гелікоптера, де подібне явище вже спостерігалося. 
Однак там трансформація звуку у вібрації була не 
настільки інтенсивною, ніж в даній задачі.

 При цьому слід зауважити, що на рис. 3,4 чітко 
видно 3-4 поперечні серії, які варіюються в залеж-
ності від ступеня вигину лопаті і кута постановки 
її до потоку. Подібні явища можуть призвести не 
тільки до виникнення флаттера лопаті, але і до 
швидкого руйнування лопаті як такої. Зауважимо, 
що пульсації щільності більш сконцентровані для 
лопаті з великим вигином, ніж у лопаті з меншим 
вигином. Це говорить про те, що форма лопаті 
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вздовж її розмаху здатна впливати не тільки на 
генерацію звуку, але і на вібрації. Виявлені зако-
номірності, безумовно, повинні позначитися на 
результатах розрахунку дальнього звукового поля.

Дальнє поле
Після розрахунку параметрів ближнього поля 

скористаємося виразом для дальнього звукового 
поля. На основі відомого підходу Кірхгофа раніше 
було отримано наступне співвідношення [16]:
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На рис. 5-6 представлені рівні шуму, що гене-
рується, в залежності від кута постановки лопаті 
і ступеня вигину лопаті. Аналіз розрахунків даль-
нього звукового поля показав такі закономірності: 
рівень шуму у всіх розрахункових ситуаціях 
значно вище рівня шуму при літакової посадці 
гелікоптера. Якщо при літаковій посадці він варі-

ювався в межах 60-90дБ, то в цієї задачі він змі-
нюється в діапазоні від 80-110дБ.

Отримані розрахункові значення рівня шуму 
кількісно близькі результатам роботи [7], але 
трохи вище за величиною, що може бути пояс-
нено тим, що в [7] лопать мала дещо інші розміри 
і форму, ніж в даній роботі.

 Спектр шуму показує, що основний внесок 
дають перші 7-8 гармонік. Причому різко виділе-
них високих частот, наприклад як для літакової 
посадки гелікоптера [11], не спостерігається. Це 
говорить про те, що на режимі «вихрове кільце» 
переважає низькочастотний шум, що складається з 
шуму обертання і посилений вібраційними складо-
вими. Таким чином, відмінною особливістю шуму, 
що генерується, є чітко виражений низькочастот-
ний характер шуму зі значним рівнем L= 80-110дБ.

Висновки
1. Поставлено і чисельно розв’язано задачу 

генерації BVI-шуму в режимі роботи ротора 
«вихрове кільце».

2. Аналіз ближнього і дальнього звукових полів 
показав, що в режимі «вихрове кільце» реалізу-
ється 3-4 серії поперечних вібрацій на поверхні 

Рис. 3. Пульсації ρ' , � � 0 1. : a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60    
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Рис. 4. Пульсації ρ' , � � 0 15. : a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60    

Рис. 5. Рівень звукового тиску L � � 0 1. : a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60  
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Рис. 6. Рівень звукового тиску L , � � 0 15. � � 0 1. : 
a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60  

Рис. 7. Спектр шума, � � 0 1. : a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60  
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лопаті, які вносять істотний внесок в рівень 
шуму, що генерується взаємодією лопаті ротора і 
вихровою течією навколо неї. Рівень шуму значно 
перевершує (на 10-20дБ) шум на режимі роботи 
лопаті для 0.1 <M <0.4, а також шум літакової 
посадки гелікоптера. Характерною відмінністю є 
те, що основна енергія в спектрі сконцентрована 
в 7-8 перших гармоніках, в той час як для літако-

вої посадки гелікоптера високочастотна область 
також мала досить високий рівень у спектрі.

3. Виконаний порівняльний аналіз шуму на 
режимі «вихровий кільце» дозволяє ідентифі-
кувати його серед інших режимів роботи ротора 
гелікоптера, отже, може бути використаний для 
подальшого вдосконалення системи безпеки 
польотів.

Рис. 8. Спектр шума, � � 0 15. : a b c) , ) , )� � �� � �30 45 60  
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У даний час розвиток автоматизації проєктних робіт неможливий 
без удосконалення наявних методів геометричного моделювання. 
Без використання комп’ютерного обладнання неможливо створити 
або проєктувати складні механізми, машини, споруди. Відомі методи 
геометричного моделювання вирішують проблеми побудови складних 
форм без високих матеріальних та часових затрат. Але дані методи 
готові вирішити не всі проблеми, та інколи використання того чи 
іншого підходу неможливе, оскільки реалізація становиться занадто 
складною. У даній статті розглядаються відомі методи геометричного 
моделювання, опис форм за допомогою теоретико-множинних операцій. 
Одним із найважливіших елементів чисельного аналізу напружено-
деформованого стану проєктованих інженерних конструкцій та споруд 
є побудова їх адекватної геометричні моделі. Створення дискретної 
геометричної моделі конструкції нетипової форми є дуже складним і 
трудомістким завданням, що вимагає наявності формальних методів 
опису топології плоских та просторових геометричних областей, 
придатних для подальшого використання в автоматичних процедурах 
дискретизації кінцевих елементів заданого типу. Одним із перспективних 
варіантів є використання R-функцій, але його застосування на практиці 
викликає певні складності 

Ключові слова: САПР, 
R-функції, B-rep, F-rep, 
геометричне моделювання, 
дискретна модель.

РОЗДІЛ II. КОМП’ЮТЕРНІ НАУКИ
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Currently, the development of design work automation is impossible without 
improving existing geometric modeling methods. The non-usage of appropriate 
computer equipment prevents from creating or designing complex mechanisms, 
machines or structures. Already existing methods of geometric modelling can 
solve the issues with constructing complex shapes without great material and 
time consumption. However, the given techniques are not able to fulfil all the 
assigned tasks. However, the given techniques are not able to fulfil all the 
assigned tasks. Moreover, applying particular approaches becomes impossible 
as their implementation can present a complex issue. In the given article we 
consider existing methods of geometric modeling and shape description by 
means of set-theoretic operations. One of the key elements of the numerical 
analysis of the stress-strain state of the designed engineering structures is their 
adequate geometric model construction.
Creation of the discrete geometric model of an atypical shape construction is 
a very complex and time-consuming task, which requires implementation of 
methods of description the topology of flat and spatial geometric domains, 
applicable in further automatic sampling procedures of finite elements of a given 
type. One of the most forward-looking options is to implement R-functions. 
However, its practical application causes some difficulties particularly in folding 
an implicitly assigned function, which can be rather time-consuming in its turn. 

Key words: CAD, R-function, 
B-rep, F-rep, geometric 
modeling, discrete model.

Вступ. Розвиток сучасних технологій, а саме 
машинобудування та будівництва неможливо 
уявити сьогодні без ефективних методів геоме-
тричного моделювання та складних конструкцій 
в інтегрованих системах. Таким чином, автомати-
зація побудови геометричних моделей складних 
інженерних об’єктів з наступною дискретизацією 
на кінцеві елементи є дуже складним і актуальним 
завданням. У статті виконано аналіз основних 
способів опису топології геометричних об’єктів, 
їх переваги та недоліки, а також запропоновані 
шляхи усунення проблем. 

Існуючі методи геометричного моделювання 
дозволяють створювати геометричні об’єкти, 
визначати їх різноманітні параметри, а також 
отримувати необхідні графічні зображення на 

комп’ютері. Функціональні можливості моделю-
вання реалізуються за допомогою програмного 
забезпечення, яке взаємодіє в процесі роботи з 
графічними пристроями вводу/виводу. Сьогод-
нішній рівень обчислювальної техніки постійно 
сприяє оптимізації або автоматизації систем. 
Автоматизація, яка здійснюється за допомогою 
проєктувальних робіт з використанням інформа-
ційних технологій, застосовується в трьох напря-
мах, а саме: 

1) виконання проектних робіт створення крес-
лень;

2) аналіз властивостей об’єкта, характеристик 
та особливостей;

3) виконання додаткових задач, які не підляга-
ють формалізації. 
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Головною областю застосування інтегрованих 
систем в геометричному моделюванні є системи 
автоматизованого проектування, які використо-
вуються для автоматизації інженерних робіт. За 
допомогою даних систем створюються геоме-
тричні об’єкти на площині та в тривимірному 
просторі з метою синтезу та аналізу просторових 
форм проектованих виробів. Однією з основних 
проблем при практичній реалізації є автоматиза-
ція побудови складних форм геометричних моде-
лей з найменшою похибкою. 

1. Огляд методів сучасних систем. Щоб реа-
лізувати будь-яку геометричну модель, необхідно 
врахувати, до якої із двох груп за характеристи-
кою відносити її: розміри об’єкта, його форма 
(макрогеометрія) та відхилення форм, шорсткість 
(мікрогеометрія). 

Процес геометричного моделювання прийнято 
розділяти на три етапи: 

1) simulation;
2) modeling;
3) visualization.
Сучасні інформаційні системи використову-

ють 4 методи геометричного моделювання: 
1) каркасне моделювання;
2) моделювання твердого тіла;
3) точкове моделювання;
4) моделювання складних поверхней [1]. 
Проте відомі також іще 4 класичних методів 

подання схем:
5) інженерне креслення;
6) подання екземплярами;
7) подання розгорткою;
8) подання у вигляді дискретної моделі.
Найбільш зручним та універсальним є функці-

ональний підхід побудови об’єктів так як за його 
допомоги можна легко побудувати модель будь-
якої складності. R-функції дозволяють за допомо-
гою математичних відношень в неявному вигляді 
описати будь-яку модель. 

У даній статті розглядаються методи геометрич-
ного моделювання та підходи до швидкої візуаліза-
ції геометричних моделей складних систем. 

В каркасній моделі лежать моделі, які мають 
форму у вигляді кінцевої множини ліній, які опи-
сують ребра об’єктів, з’єднаних між собою в точ-
ках (вершинах). На криволінійній поверхні лінії 
нагадують форму каркасу. 

Каркасне представлення часто використову-
ється не для моделювання, а для відображення 
моделей як один із видів візуалізації. Дані моделі 
потребують менше пам’яті, ніж інші моделі, але 
придатні для вирішення задач побудови простих 
форм. Тому що дана модель представляє собою 
моделювання низького рівня і має ряд важли-
вих обмежень, які виникають за недостатньою 
інформацією про грані, заключними між лініями, 

і неможливість виділити внутрішню і зовнішню 
область зображення твердого об’єму тіла [1]. 

Найбільш частими обмеженнями каркасної 
моделі є:

1) каркасна модель не несе інформації про 
поверхні, що обмежують об’єкт, що обумовлює 
неможливість виявлення небажаних взаємодій 
між гранями об’єкта;

2) складність при визначенні внутрішньої 
частини моделі і отриманні однозначної проєкції. 
Не маючи відомостей про зовнішню і внутрішню 
поверхні, неможливо розрахувати масу об’єкта або 
створити сітку для кінцево-елементного аналізу;

3) ускладнене автоматичне видалення невиди-
мих ліній і поверхонь;

4) операцію з видалення невидимих ліній 
можна виконати тільки вручну із застосуванням 
команд редагування кожної окремої лінії, але 
результат цієї роботи рівносильний руйнуванню 
всієї створеної каркасної конструкції, оскільки 
лінії невидимі в одному вигляді і видимі в іншому;

5) неможливість розпізнання криволіній-
них граней. Бічні поверхні циліндричної форми 
реально не мають ребер, хоча на зображенні є деякі 
уявні ребра, які обмежують такі поверхні. Розта-
шування цих уявних ребер змінюється залежно 
від напрямку виду, тому силуети розпізнаються як 
елементи каркасної моделі і не відображаються на 
них. Щоб спробувати уявити криволінійні грані, 
вдаються до ряду умовностей (інтерпретуючи 
поверхню циліндра плоскими гранями);

6) складнощі при обчисленні фізичних харак-
теристик внаслідок нестачі даних про поверхні.

У даний час для підвищення ефективності 
праці створюваних об’єктів і якості розроблю-
ваної продукції замість плоского проєкційного 
креслення широко застосовують тривимірне твер-
дотільне моделювання, яке працює з об’єктами, 
що складаються з замкнутого контуру або моно-
літу (solid). Воно забезпечує повний однозначний 
опис 3D геометричної форми [2].

При твердотільному способі основними інстру-
ментами є тіла, обмежені поверхнями, а головні 
операції – булеві: об’єднання, доповнення, перетин. 
В цьому випадку конструктор повинен представити 
форму простими тілами (куля, циліндр, піраміда) і 
більш складними тілами. При цьому тверде тіло – 
це область тривимірного простору, що складається 
з однорідного матеріалу і обмежена замкнутою 
поверхнею. Вона може бути сформована з однієї 
або декількох граней, що стикуються (рис.1). Але 
даний метод має свої переваги і недоліки. 

Тривимірна твердотільна модель складається з 
окремих об’ємних елементів, які утворюють в ній 
грані, ребра і вершини. Процес побудови твердо-
тільної моделі складається з послідовного дода-
вання і (або) видалення матеріалу деталі.
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 За допомогою тривимірної моделі може бути 
отримана не тільки інформація про координати 
будь-якої точки на поверхні, але і інші характери-
стики: диференціальні (нормалі, кривизни і т. д.) 
або інтегральні (об’єм, площа поверхні, моменти 
інерції). На її основі завжди можна отримати 
плоскі моделі: площини і розрізи.

 

Рис. 1. Геометрична модель куба  
при твердотільному моделюванні

Таким чином, під час реалізації всіх видів три-
вимірного проєктування в сучасних САПР має 
місце використання параметричного підходу на 
основі історії побудови та наявність лише обме-
жених можливостей варіаційного проєктування.

Твердотільне 3D-моделювання на основі 
ієрархічного дерева побудови дозволяє значно 
полегшити та прискорити створення CAD-мо-
делі. Тривимірне моделювання набуло широкого 
поширення в наукомістких галузях (автомобіль-
ної, авіаційної, космічної, суднобудівної та ін.), 
воно підвищує ефективність проєктування. Проте 
недолік твердотільного моделювання в тому, що 
вхідні в модель примітиви дуже прості – складні 
поверхні або створити дизайн з його використан-
ням важко.

Твердотільна модель має таку ієрархію зверху 
вниз: тіло – грані – ребра – вершини. Існують 
методи, які використовуються в прикладних 
системах, їх поділять на такі класи: 

1) метод граничного представлення (B-Rep);
2) метод функціонального представлення 

(F-Rep).
Метод граничного представлення геометрії 

B-Rep (Boundary representation) дозволяє створю-
вати точне, а не наближене уявлення геометрич-
ного твердого тіла. Всі поверхні і вершини при-
сутні в B-Rep моделі явно [3]. Проте необхідно 
більше пам’яті, але не потрібно майже ніяких 
обчислень для створення зображення. Цей метод 
вимагає, щоб користувач задав контури або грані 
об’єкта, а також ескізи різних видів об’єкта, вка-

завши лінії зв’язку між ними, щоб можна було 
встановити однозначну відповідність. Розглянемо 
приклад побудови куба в програмі геометрич-
ного моделювання Gmsh. Для того, щоб створити 
будь-яку геометричну модель, необхідно спочатку 
задати координати точок простору, ліній, замкнуті 
контури ліній, поверхню, замкнуті контури 
поверхні, об’єм та фізичну сутність. 

Для побудови двовимірної або тривимірної 
сітки використовують алгоритми, які задаються в 
geo файлі (рис.2). 2D: Mesh.Algorithm = 1 (Адап-
тивний – за замовчуванням), 5 (Делоне), 6 (Фрон-
тальний) 3D: Mesh.Algorithm3D = 1 (Делоне – за 
замовчуванням), 4 (Фронтальний).

Також можлива оптимізація сітки для підви-
щення якості елементів:

Mesh.Optimize = 1 (за замовчуванням - 0) 
Mesh.OptimizeNetgen = 1 (за замовчуванням - 0).

 

 
 Рис. 2. Побудова тривимірної моделі та сітки  

в програмі Gmsh

2. Опис моделі за допомогою функціональ-
ного моделювання. Функціональне представ-
лення (F-rep) представляє геометричний об’єкт 
як єдине ціле за допомогою однієї дійсної непе-
рервної функції декількох змінних у вигляді 
F x� � � 0 . Традиційне використання неявних 
функцій в комп’ютерній графіці охоплює: скеле-
тон (skeletons), що генерують скалярні поля або 
так звані «краплинні об’єкти» (blobby objects); 
примітиви конструктивної геометрії твердих тіл 
(CSG); алгебраїчні відсіки поверхонь в гранич-
ному поданні[4].
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F-rep є спробою створити більш загальну 
схему моделювання з використанням дійсних 
функцій. F-rep об’єднує багато різних за своєю 
природою моделей, зокрема класичні неявно 
задані примітиви, об’єкти на базі скелетон, тео-
ретико-множинні тверді тіла, воксельні об’єкти, 
параметричні і процедурні моделі. Кожна опе-
рація повинна бути замкнута на представленні, 
генеруючи в якості результату безперервну 
дійсну функцію [5].

Розглянемо геометричні об’єкти як замкнуті 
підмножини евклідового простору En , яка визна-
чена і описується функцією F x� � � 0 , де F  – 
безперервна дійсна функція, і X x x xn� �� �1 2, , ,  – 
задається координатними змінними в En . Також 
F x� � � 0  задає точки всередині об’єкта, F x� � � 0 �
– точки на кордоні і F x� � � 0  – точки, що лежать 
зовні і не належать об’єкту. Функції можуть бути 
визначені формулами або за допомогою обчис-
лювальних процедур. Таким чином, певні гео-
метричні об’єкти не представляють регуляри-
зовані конструктивні тверді тіла. Вони можуть 
мати границі з ділянками, які не суміжними з 
внутрішньою частиною об’єкта. Загальне визна-
чення об’єкта задається в багатовимірному про-
сторі, що дозволяє вибирати простір потрібної 
розмірності в кожному конкретному випадку.

Під час проєктування конкретної системи 
моделювання може бути визначена деяка кін-
цева множина об’єктів-примітивів. 

Проте концептуально це не обов’язково, 
адже це дозволяє мати порожню множину об’єк-
тів в припущенні, що користувач визначить їх 
сам або в символьному вигляді за допомогою 
формул або за допомогою обчислювальних 
процедур. Даний підхід дозволяє уніфікувати 
дуже різні види моделей твердих тіл за умови, 
що вдається знайти функціональні уявлення 
для них або конвертувати вже наявні об’єкти в 
бажану форму. Таким чином, можливо спільно 
використовувати в одній моделі примітиви кон-
структивної геометрії, неявно задані об’єкти 
вільної форми, тверді тіла і воксельні об’єкти. 

Теоретико-множинні операції визначаються 
в аналітичному вигляді за допомогою 
розробленої В.Л. Рвачевим теорії R-функцій 
[2]. При цьому результуючий об’єкт 
включає граничні точки, що відповідає 
операціям тризначної логіки над предикатом 
приналежності точки. Існує кілька систем 
R-функцій, кожна з яких має властивість 
замкнутості. Найбільш часто використовується 
система f1  і f2 � – функції, що визначають 
вихідні геометричні об’єкти (рис. 3):

 

Рис. 3. Побудований геометричний об’єкт  
за допомогою теоретико-множинних операцій 

в програмі Netgen 
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2) перетин:

f f
a

f f f f a f f1 2 1 2 12 22 1 2

1
1

2� �& �
�

� � � � � � � �� � ;
3) логічне доповнення:

~ f f� � ;
4) віднімання:

f f f f1 2 1 2� � � �� �� �& .
Тут, a a f f� � �1 2, – деяка неперервна функція, 

така що:
� � � � �1 11 2a f f, � ,

a f f a f f a f f a f f1 2 2 1 1 2 1 2, , , ,� � � � � � �� � � �� � .
5) декартовий добуток (дана операція збільшує 

розмірність) за допомогою R-функцій виражається: 
f x y z f x y f z3 1 2, , , &� � � � � � � ,

де f x y1 ,� � � описує твердотільне тіло і 
f z z z z z2 1 2� � � �� � �� �&  описує відрізок.

Одним із альтернативних способів опису гео-
метричних моделей cкладними областями є вико-
ристання серединної поверхні (medial surfaces) 
[3]. z z1 2,� �  вздовж осі z. Серединною поверхнею 
об’єкта називається геометричне місце точок, що 
є центрами всіх вписаних усередину об’єкта сфер 
максимального радіусу. Така сфера має стосува-
тися, як мінімум, двох точок межі області, інакше 
має існувати інша вписана сфера (рис. 4): 
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Але хоч даний метод є більш універсальним 
порівняно з іншими, він має похибку створення 
форми об’єкта залежно від заданої функції. Тому 
сьогодні постає завдання покращити роботу 
даного геометричного моделювання, щоб похибка 
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була найменшою. Необхідність розробити уні-
версальний інструмент побудови геометричних 
моделей з найменшою похибкою та затратами 
часу показує актуальність проблеми. 

Отже, на підставі виконаного аналізу можна 
зробити висновок про те, що застосування відо-
мих підходів геометричного моделювання не 

 

завжди дозволяє ефективно й зручно описувати 
топологію геометричних областей складних форм 
саме в тривимірному моделюванні. Одним із пер-
спективних варіантів є використання R-функцій, 
але його застосування на практиці викликає певні 
складності саме в неявно заданій функції, що 
потребує великої затрати часу. 

Застосування математичного апарату R-функ-
цій дозволяє суттєво спростити процес опису 
топологічних моделей геометричних областей 
практично будь-якої складності.

При цьому такий підхід позбавлений більшості 
недоліків вищеописаних стандартних методів гео-
метричного моделювання Крім того, за рахунок 
спрощення пошуку опорних вузлів на поверхні 
вихідного об’єкта стає простішою процедура 
автоматичної генерації кінцево-елементного роз-
биття вихідної конструкції. Тому необхідно розро-
бити алгоритм, який буде пришвидшувати роботу 
геометричного моделювання за допомогою функ-
ціонального підходу. 

Рис. 4. Дискретна модель геометричної форми
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This paper discusses blockchain technology and its associated tools, considers the 
application of this technology, presents a Web application for voting in elections 
as an example of the application and discusses advantages and disadvantages of 
blockchain technology in general and in regard to voting in particular. Blockchain 
technology was developed for first cryptocurrency known as Bitcoin as its 
transaction mechanism. It is decentralized in nature and nowadays found its place 
in many areas including financial and insurance markets. The technology allows 
to validate user entries, safeguard them preventing the possibility of a change, 
preserve them for historic purposes and secure against unauthorized access due 
to its decentralized nature. Users have full access to their records at all times. 
Information is reliable and up-to-date. When a transaction record is created, 
all necessary information about the transaction is created and placed in there 
and public key – private key mechanism is employed. The transaction record is 
then broadcast to every party in the network, verified and recorded in the public 
ledger. Blockchain technology can be utilized in voting. Conventional voting 
systems are usually centralized. That poses security and efficiency limitations. 
Electoral fraud is another issue in elections and results in lower voter turnout that 
in turn makes it easier to commit fraud. Fairness is a big aspect in elections in 
many countries. The characteristics of blockchain technology mentioned above 
nicely fit for this purpose. We developed a voting Web application as a proof of 
concept. Instead of money as in the case with cryptocurrency we use a single vote 
as a digital asset transaction. Validation, safeguarding and preservation of entries 
are all needed in voting and will be guaranteed by the blockchain technology. 
Our application is designed as a decentralized Web voting system, which 
provides a public and transparent voting process while protecting the anonymity 
of voter’s identity, the privacy of data transmission and verifiability of ballots. 
We also consider current limitations of the technology related to voting. Some 
major disadvantages of using a blockchain technology are access to a computing 
device and required technological maturity. These problems might exclude some 
population from voting. A natural solution is to use a mixed approach wherein 
paper ballots are provided as a backup on a few polling stations. Nevertheless, 
blockchain technology is appropriate for using as an election mechanism, which 
was showcased as a proof of concept in this paper.
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У роботі обговорюється технологія blockchain та пов’язані з цією 
технологією інструменти, розглядається застосування цієї технології, 
представлено веб-додаток для голосування на виборах як приклад 
застосування технології та обговорюються переваги та недоліки технології 
blockchain загалом та стосовно голосування зокрема. Технологія blockchain 
була розроблена для першої криптовалюти, відомої як Bitcoin, як механізм 
транзакцій. Ця технологія має децентралізований характер і сьогодні 
знайшла своє застосування у багатьох сферах, включаючи фінансовий 
та страховий ринки. Технологія blockchain дозволяє перевіряти записи 
користувачів, захищати їх, запобігаючи можливості зміни, зберігати їх 
для історичних рекордів та захищати ці записи від несанкціонованого 
доступу через її децентралізовану природу. Користувачі завжди мають 
повний доступ до своїх записів транзакцій. Інформація достовірна та 
актуальна. Коли створюється запис транзакції, вся необхідна інформація 
про транзакцію розміщується в рекорді, а також використовується 
механізм публічного ключа – приватного ключа. Потім запис транзакції 
передається кожній стороні в мережі, перевіряється та записується в 
публічну книгу записів. Технологію blockchain можна використовувати 
при голосуванні. Системи голосування зазвичай є централізованими. 
Це обмежує безпеку та ефективність. Шахрайство на виборах – це ще 
одна проблема на виборах, що призводить до зниження явки виборців, 
що, в свою чергу, полегшує вчинення шахрайства. Прозорість – це 
важлива і бажана характеристика виборів у багатьох країнах. Згадані 
вище характеристики технології blockchain добре підходять для цієї 
мети. Ми розробили веб-додаток для голосування як доказ концепції. 
Замість грошей, як у випадку з криптовалютою, ми використовуємо один 
голос як транзакцію цифрового активу. Перевірка та збереження записів, 
необхідні під час голосування, гарантовані технологією blockchain. Наш 
додаток розроблений як децентралізована система веб-голосування, яка 
забезпечує публічний та прозорий процес голосування, захищаючи при 
цьому анонімність особи виборця, конфіденційність передачі даних 
та можливість перевірки бюлетенів. Ми також враховуємо поточні 
обмеження технології, пов’язані з голосуванням. Деякі основні недоліки 
використання технології blockchain – це доступ до обчислювального 
пристрою та необхідна технологічна зрілість. Ці проблеми можуть 
виключити частину населення від голосування. Природним рішенням є 
використання змішаного підходу, за якого паперові бюлетені надаються 
як резервні на кількох виборчих дільницях. Тим не менш, технологія 
blockchain є доцільною у використанні як механізм виборів, що було 
продемонстровано як доказ концепції в цій роботі.

Ключові слова: blockchain, 
Smart Contracts, вибори, веб-
додаток.

1. Introduction
Blockchain is a decentralized transaction and data 

management technology that today is revolutionizing 
many areas [1–3]. It was first developed for Bitcoin 
cryptocurrency transactions in 2008 and hence 
cemented its place in the financial sector [1]. 

Blockchain technology is also used in insurance, 
notary public and even music industry [1–2]. In 
this paper we discuss the strong sides of blockchain 
technology, apply it to voting and present a voting 
web application based on the technology, and finally 
consider the current limitations of the technology 
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in general and those limitations that are specific to 
voting in particular.

A review of blockchain-based voting systems has 
been performed in recent years [4–10]. For example, 
a classification of blockchain voting systems was 
performed based on the types of blockchain used, 
the consensus approaches used, and the scale of 
participants. In our approach, we surveyed existing 
blockchain technologies and its tools, selected the 
minimum set of such instruments, and applied them 
to the problem of voting.

2. Blockchain technology
We will briefly describe the blockchain technology 

using a financial example presented in Fig. 1. At the 
same time, we note that this technology is applicable 
to any digital asset transaction. In the scenario shown 
in Fig. 1 Alice wants to transfer some money to Bob. 
Alice initiates the transfer. A transaction record known 
as a “Block” with all necessary information about the 
transaction is created using public key – private key 
mechanism. The transaction record is then broadcast 
to every party in the network, verified and recorded 
in the public ledger. The verification step ensures that 
the sender owns the money and that the sender has 
sufficient amount in his account. The transaction is 
finalized and the money is transferred.

Next, we list advantages of blockchain technology:
− Validation of entries.
− Safeguarding of entries (transactions cannot be 

changed).

− Preservation of historic records (transactions 
cannot be deleted, users have access to the history of 
transactions).

− Decentralized nature (not connected to a 
centralized database).

− Users have full access to and control over their 
data.

− Reliable and up-to-date data.
− It can withstand and repel unauthorized access 

due to its decentralized nature.
− Difficult to hack due to its decentralized nature.
− No central authority is needed to verify 

transactions.
These advantages make the blockchain technology 

applicable to and desirable for many areas. We 
consider next the problem of fair voting and the 
application of this technology to the area of voting.

3. Application of blockchain technology to 
voting

3.1. The problem of voting
People often express their opinion or choice through 

voting. For example, in many countries presidents 
are elected by the country’s citizens through voting. 
Presidents of academic universities or academic 
department chairs are also often selected according 
to the results of voting by appropriate constituents. 
Conventional voting systems are usually centralized. 
That poses security and efficiency limitations. 
Electoral fraud is another issue in elections and results 
in lower voter turnout that in turn makes it easier to 

 

Fig. 1. Blockchain technology
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commit fraud. Fairness is a big aspect in elections 
in many countries. Hence, there has been a trend of 
moving to decentralized voting systems. Blockchain 
technology seem to fit nicely here as a solution.

3.2. Application of blockchain technology – a 
voting Web application

Our earlier example about a financial transaction 
can be modified to be used for voting. Instead of money 
we can use a single vote as a digital asset transaction. 
Validation, safeguarding and preservation of entries 
are all needed in voting and will be guaranteed by the 
blockchain technology.

We aimed at designing a decentralized Web voting 
system, which provides a public and transparent 
voting process while protecting the anonymity of 
voter’s identity, the privacy of data transmission and 
verifiability of ballots.

The proposed solution is divided into a Front End 
layer and a Back End layer. The Front End layer is used 
by voters during the election phase to log in and cast their 
votes on a mobile device or a computer. The Back End 
layer is connected to Ganache, a personal blockchain for 
Ethereum development, and to the Truffle framework, a 
Smart Contracts testing network that uses the Ethereum 
Virtual Machine (EVM). Smart Contracts are used 
together with blockchain technology to trigger actions 
when some preprogrammed conditions are triggered 
and are automatically enforced by computer protocols. 
To code the trigger events, we use Solidity, an object-
oriented programming language for writing Smart 
Contracts. Solidity was designed to work with blockchain 
platforms like Ganache or Ethereum. As a gateway to our 
blockchain application, we use MetaMask tool. As the 
development environment, we use Visual Studio along 
with Node.js as a JavaScript runtime.

The front end was developed for a fictitious 
national election in Nigeria with two candidates. 

Since it is a proof of concept, we decided to show 
the tally of votes in the application itself for ease of 
testing. 

During the election, those who are legible to vote 
log on to the website to register with their designated 
cryptographic addresses (see Fig. 2). 

Then, through utilizing MetaMask, the application 
performs a verification process of those who are 
participating in the voting to verify that they’re indeed 
eligible to vote (see Fig. 3). 

Next, users participate in the electoral process 
by choosing a candidate (see Fig. 4). This process is 
guided by Smart Contracts tool.

The result of the voting is recorded and locked 
until voting is concluded. After the election is 
over, the number of votes is counted and presented  
(see Fig. 5).

4. Discussion
The proposed Web application for elections is 

based on blockchain technology and Smart Contracts 
and provides an easily accessible voting system while 
also verifying the voters eligibility to cast their votes 
and securely protecting the casted votes. The use of 
underlying technology can offer multiple benefits in 
the electoral sphere, some of which are: 

− The casted votes would be safely and securely 
stored in the blockchain ledger. This eliminates any 
form of manipulation or tampering, for example, 
the deletion of legitimate votes or the addition of 
illegitimate votes. 

− The casting of votes and tallying of the votes 
would be a lot quicker while also providing better 
transparency and accuracy. 

− Not many polling stations need to be set up 
since the voters can vote on their computers or mobile 
devices. This helps to reduce the cost associated with 
setting up and running polling stations. 

 

Fig. 2. Voting web application screen
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Fig. 3. User MetaMask verification

 
Fig. 4. Voting choice

 

Fig. 5. The results of voting
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− Voters are not required to leave their homes 
or place of work to cast their votes. This eliminates 
the need for declaring a public holiday on the day of 
elections.

− More younger people might participate 
in elections as the result of utilizing technology 
accessible through smart phones and computers.

There are certainly some major disadvantages of 
such an approach, among which are:

− Access to a computing device is required.
− Technological maturity is necessary.
These problems might and will exclude some 

population from voting. A natural solution is to use 
a mixed approach wherein paper ballots are provided 
as a backup on a few polling stations.

All in all, blockchain technology is appropriate 
for using as an election mechanism, which was 
showcased as a proof of concept in this paper.
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тільки одну наукову статтю в один номер, яка раніше не публікувалася. Автор несе відповідальність за 
оригінальність тексту статті, точність наведених фактів, цитат, статистичних даних, власних назв, гео-
графічних назв та інших відомостей, а також за те, що в матеріалах не містяться дані, що не підлягають 
відкритій публікації. Редакція не несе відповідальності за викладену в статті інформацію. Остаточне 
рішення про публікацію ухвалюється редакцією, яка також залишає за собою право на додаткове рецен-
зування, редагування і відхилення статей.

Технічні вимоги:
– до друку приймаються статті українською, російською та англійською мовами;
– електронний варіант статті у форматі *.doc, *.docx або *.rtf, підготовлений у текстовому редакторі 

Microsoft Word;
– формат А4 через 1,5 інтервал;
– шрифт Times New Roman, розмір 14;
– поля: ліве – 3 см, праве – 1,5 см, верхнє, нижнє – 2 см.

Структура статті:
рядок 1 – УДК (вирівнювання по лівому краю);
рядок 2 – назва тематичного розділу (вирівнювання по лівому краю); 
рядок 3 – назва статті (вирівнювання по центру, напівжирний шрифт, великі літери);
рядок 4 – прізвище та ініціали автора статті; науковий ступінь, вчене звання, посада із зазначенням 

кафедри (вирівнювання по центру);
рядок 5 – місце роботи (навчання), адреса роботи (навчання), orcid-код, електронна адреса автора 

(вирівнювання по центру).
Якщо автор не має orcid-коду, його можна отримати за посиланням https://orcid.org/

абзац 1 – розширена анотація (1800 знаків без пробілів) та ключові слова (мінімум 5 слів), написані 
мовою, як і уся стаття;

абзац 2 – назва статті (напівжирний шрифт, усі літери великі), прізвище, ініціали автора, науковий 
ступінь, вчене звання, посада із зазначенням кафедри, місце роботи (навчання), адреса роботи (нав-
чання), orcid-код, електронна адреса автора, розширена анотація (1800 знаків без пробілів) та ключові 
слова (мінімум 5  слів), написані англійською мовою. Переклад англійською мовою повинен бути 
достовірним (не машинним).

У випадку, якщо стаття не українською мовою, обов’язково подаються назва статті (напівжирний шрифт, 
усі літери великі), прізвище, ініціали автора, науковий ступінь, вчене звання, посада із зазначенням кафедри, 
місце роботи (навчання), адреса роботи (навчання), orcid-код, електронна адреса автора, розширена анотація 
(1800 знаків без пробілів) та ключові слова (мінімум 5 слів), написані українською мовою. 

Основний текст статті повинен відповідати структурі IMRAD (Introduction, Methods, Results, and 
Discussion) + Literature Review:

Вступ – короткий вступ (1-2 сторінки), який повинен дати відповіді на запитання «чому проведено 
дослідження?», «які об’єкт, мета й основні гіпотези дослідження?»; Огляд літератури - розділ, що 
містить аналіз останніх публікацій за темою дослідження (переважна більшість публікацій повинна 
бути за останні 5 років, самоцитування не більше 30% від кількості літературних джерел), з огляду літе-
ратури читачі повинні мати змогу оцінити стан проблеми у світі, аналіз літературних джерел повинен 
мати критичний характер;

Методи – розділ, який може включати 2-3 рівнозначних за обсягом параграфи, що висвітлюють 
основні методи, підходи, алгоритми дослідження;
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Результати – розділ, який містить аналіз основних результатів дослідження (графіки, таблиці з 
чисельними даними, загалом, результати обчислювальних експериментів); Дискусія – розділ (до 1 сто-
рінки), який також можна назвати Висновок або Висновки, що містить порівняння отриманих результа-
тів з результатами інших досліджень (як власних так інших авторів), а також дає відповідь на запитання 
«які перспективи дослідження?», формулює наукову новизну результатів.

Література розміщується після статті у порядку згадування; друкується через 1,5 інтервал, 14 роз-
міром, шрифтом Times New Roman і оформляється у відповідності вимог міждержавного стандарту 
ДСТУ 8302:2015.

Посилання на літературу в тексті слід давати в квадратних дужках, наприклад, [2, с. 25; 5, с. 33], в 
яких перша цифра вказує порядковий номер джерела в списку літератури, а друга – відповідну сторінку 
в цьому джерелі; одне джерело (без сторінок) відокремлюється від іншого крапкою з комою [3; 4; 6; 8; 
12; 15].

Наприкінці статті розміщується транслітерована і перекладена англійською версія літератури 
(References), оформлена згідно з вимогами APA (American Psychological Association).

Порядок подання матеріалів:
Для публікації статті у фаховому науковому виданні необхідно надіслати на електронну адресу 

редакції editor@physmath.journalsofznu.zp.ua наступні матеріали:

добре вичитану наукову статтю, обов’язково оформлену відповідно до вказаних вимог;
інформаційну довідку про автора;
відскановане підтвердження сплати коштів (реквізити для сплати надаються автору після  

вдалого проходження рецензування).

Зразок оформлення назви електронних файлів: Іванов_І.І._стаття, Іванов_І.І._оплата.

Адреса та контактні дані:
Редакція журнала «Computer Science and Applied Mathematics»
вул. Жуковського 66, корп. 1, ауд. 216, м. Запоріжжя, Україна, 69060
Телефон: +38 (066) 53 57 687
Електронна пошта: editor@physmath.journalsofznu.zp.ua
Офіційний сайт: www.journalsofznu.zp.ua/index.php/phys-math
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