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У статті в умовах плоскої деформації досліджуються локальні поля напру-
жень і переміщень біля кутової точки ламаної межі розділу двох різних 
однорідних ізотропних матеріалів, із якої виходить міжфазна тріщина. 
Моделюючи тріщину математичним розрізом, береги якого вільні від 
навантажень, за допомогою методу Віґгардта-Вільямса розвинень розв’яз-
ків рівнянь теорії пружності за власними функціями, знайшли асимпто-
тичні вирази для компонент градієнтів переміщень і тензора напружень 
біля вершини тріщини. Отримано характеристичне рівняння для визна-
чення показників сингулярності напружень в околі вершини. Здійснено 
числовий аналіз залежності показників сингулярності від кута зламу межі 
розділу й відношення модулів Юнга з’єднаних матеріалів і виявлено існу-
вання інтервалів кутів зламу, на яких мають місце два комплексно спря-
жені показники сингулярності. Оскільки наслідком комплексних значень 
показників сингулярності є просторові осциляції переміщень берегів з 
фізично некоректним взаємним перетином, для їх усунення передбачено 
можливість контакту берегів та отримано наближену оцінку довжини 
ділянки контакту за найбільшою з відстаней до вершини в межах розмірів 
тріщини, на якій розкриття тріщини обертається в нуль. 
Ураховуючи можливий контакт берегів, за допомогою методу Віґгард-
та-Вільямса розв’язали задачу про міжфазну тріщину із взаємодіючими 
за законом сухого тертя берегами, яка поширюється з кутової точки лама-
ної межі розділу матеріалів. Отримано рівняння для визначення показ-
ників сингулярності біля точки зламу межі розділу й аналітичні вирази 
для асимптотик полів напружень і переміщень у її околі. Показано, що 
наявність контакту берегів усуває можливі просторові осциляції перемі-
щень берегів у рамках моделі розкритої міжфазної тріщини. Проте й у 
рамках моделі тріщини з контактуючими берегами виявлено інтервали 
кутів зламу межі розділу, для яких залежно від напряму зсувних перемі-
щень берегів тріщини мають місце комплексні показники сингулярності.
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In the article the local fields of stresses and displacements near the corner point of 
the broken interface between two different homogeneous isotropic materials, from 
which the interfacial crack emerges, was investigated under the plane strain defor-
mation. The crack is modelled by a mathematical cut with load-free faces. Using 
the Wieghardt-Williams method of the solutions expansion of the elasticity theory 
equations in terms of eigenfunctions, asymptotic expressions for the components 
of the displacement gradients and the stress tensor at the crack tip were found. 
A characteristic equation for the calculation of singularity indexes of stresses at 
the vicinity of the vertex was obtained. A numerical analysis of the dependence 
of singularity indexes on the kink angle of interface and on the ratio of Young's 
moduli of joined materials was carried out and the existence of kink angles inter-
vals on which two complex conjugate singularity indexes take place was found 
out. Since the consequence of complex values of the singularity indexes is spatial 
oscillations of faces displacements with physically incorrect mutual intersection, 
we provided for the possibility of faces contact to eliminate this oscillations and 
obtained an approximate estimate of the length of contact area as the largest dis-
tance within a crack length, at which the crack opening becomes zero.
Taking into account the possibility of the faces contact and using the 
Wieghardt-Williams method, the problem of an interfacial crack with the faces 
interacting according to the law of dry friction, which extends from the corner 
point of the broken interface, was solved. Analytical expressions for the asymp-
totes of stresses and displacements fields and equation for the computation of 
stress singularity indexes near the corner point of the interface were obtained. 
It is shown that the presence of faces contact eliminates possible spatial oscil-
lations of faces displacements within the framework of the model of an open 
interfacial crack. However, within the framework of the model of a crack with 
contacting faces, the intervals of angles of kink of the interface were found, for 
which complex singularity indexes take place. The presence of these intervals 
depends on the direction of shear displacements of the faces crack.

Key words: interfacial crack, 
broken interface,  
Wighardt-Williams method, 
stress singularity indexes,  
faces contact. 
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Вступ. Більшість досліджень міжфазних 
тріщин стосується випадку їх розташування на 
плоскій межі розділу двох різних матеріалів. 
Водночас бракує аналогічних досліджень більш 
загального випадку – міжфазних тріщин, роз-
ташованих на ламаній межі розділу. Зокрема, 
P.S. Theocaris та E.E. Gdoutos [1], використо-
вуючи метод комплексних потенціалів Мусхе-
лішвілі, отримали в явному вигляді характерис-
тичні рівняння для показників сингулярності 
напружень у рамках першої, другої й змішаної 
основних задач теорії пружності для міжфазної 
тріщини, що виходить із кутової точки ламаної 
межі розділу двох різних однорідних матеріалів. 
Проте автори обмежилися числовими розрахун-
ками показників сингулярності, відмовившись 
від пошуку аналітичних виразів для локального 
поля напружень, які необхідні для аналізу НДС 
і розрахунку параметрів маломасштабних зон 
передруйнування в околі вершини тріщини. За 
певних припущень показники сингулярності 
напружень у вищезгаданих умовах можуть бути 
визначені в рамках досліджень [2–7] локаль-
них полів напружень в околі спільної вершини 
багатоклинової гетерогенної системи. Відзна-
чимо також роботи [8–10], у яких за допомогою 
інтегрального перетворення Мелліна розв’я-
зано задачі про визначення полів напружень і 
коефіцієнтів інтенсивності в околі розкритої 
тріщини скінченої довжини, що лежить на межі 
з’єднання двох клинів з різними пружними ста-
лими, але на певній відстані від їх спільної вер-
шини. 

Метою роботи є дослідження локального 
поля напружень і переміщень біля кутової точки 
ламаної межі поділу двох різних матеріалів, з якої 
виходить міжфазна тріщина. Завдання полягає в 
знаходженні в умовах плоскої деформації за допо-
могою методу Віґгардта-Вільямса асимптотичних 
виразів для компонент тензора напружень біля 
вершини тріщини.

1. НДС біля кутової точки ламаної межі роз-
ділу матеріалів, із якої виходить розкрита між-
фазна тріщина

В умовах плоскої деформації в рамках ста-
тичної задачі теорії пружності для кусково-одно-
рідного ізотропного тіла дослідимо поведінку 
напружень біля вершини міжфазної тріщини, 
яка співпадає з кутовою точкою межі розділу 
двох різних пружних матеріалів. Із цією метою, 
дотримуючись загальних положень про поведінку 
напружень поблизу кутових точок пружних тіл, 
розглянемо однорідну задачу теорії пружності 
для кусково-однорідної площини з межею розділу 
матеріалів у формі прямолінійних сторін кута, з 
вершини якого вздовж однієї зі сторін виходить 
півнескінченна тріщина (рис. 1).

 

Рис. 1. Розрахункова схема задачі

Виберемо полярну систему координат ( , )r θ  із 
початком О у вершині кута зламу межі розділу 
матеріалів і полярною віссю вздовж лінії з’єд-
нання матеріалів. Припускаючи береги тріщини 
вільними від навантаження й урахувавши умову 
неперервності напружень і переміщень на лінії 
з’єднання матеріалів, доходимо крайової задачі 
теорії пружності з граничними умовами:
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де верхні індекси відповідають номеру матеріалу. 
Оскільки досліджуване тіло є з’єднанням двох 
пружних клинів, скористаємося методом Віґгард-
та-Вільямса [11; 12] розкладання розв’язків рів-
нянь теорії пружності за власними функціями й 
подамо напруження та похідні від переміщень у 
кожному з матеріалів у вигляді:
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де n=1 для 0 � �� �  і n=2 для � � �� � 0.  Задо-
вольняючи граничні умови (1) за допомогою фор-
мул (2), доходимо системи лінійних однорідних 
алгебраїчних рівнянь відносно коефіцієнтів ajn  
(j=1÷4), нетривіальний розв’язок якої вимагає  
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рівності нулю її детермінанта. Ця умова приво-
дить до характеристичного рівняння задачі для 
визначення показника λ у функціональній залеж-
ності напружень від відстані r до вершини трі-
щини, яке після розрахунку детермінанта і його 
алгебраїчних перетворень набуває вигляду:
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З (2) випливає, що поведінка напружень біля 
вершини тріщини матиме сингулярний харак-
тер, якщо рівняння (3) матиме корені в смузі 
� � �1 0Re � . Чисельний аналіз рівняння (3) 
показав, що таких коренів може бути 2 або 3 
(рис. 2), отже, поведінку напружень поблизу вер-
шини визначатимуть 2 або 3 сингулярних доданки. 

 

Рис. 2. Залежність показників сингулярності 
напружень λi (і=1, 2, 3) від кута зламу межі 

розділу матеріалів α для v1=v2=0,3 і E1/E2=0,1 
(суцільні лінії), E1/E2=0,25 (штрихові лінії),  

E1/E2=0,5 (штрих-пунктирні лінії)

Виявлено також, що існує інтервал кутів зламу 
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мих параметрів пружних матеріалів приведені 
в таблиці 1. У частинному випадку тріщини, 
що лежить на плоскій межі розділу матеріалів 
( )� � �180 , характеристичне рівняння (3) має два 
комплексно спряжені корені:
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(βD – параметр Дандерса), що узгоджується з 
результатами досліджень [13; 14].

Для кожного зі знайдених коренів λі рівняння 
(3) вважатимемо один із коефіцієнтів ajn  відо-
мим і рівним заданій сталій, а саме: a Ci i4
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Це дає змогу визначити решту коефіцієнтів, вира-
зивши їх через Сі, та отримати шукані формули 
для локального поля напружень і переміщень біля 
вершини тріщини, які подамо у вигляді суперпо-
зиції частинних розв’язків задачі:
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Функції ajn( )λ  подано в додатку А. Отже, фор-
мули (4) з точністю до сталих Сі, які залежать від 
конфігурації кусково-однорідного тіла й прикла-

Таблиця 1
Інтервал кутів зламу межі розділу матеріалів, 

яким відповідають комплексні показники сингулярності
E1/E2 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
�min, � 61 70 75 79 82 84 86 88 89

�max, � 252 255 258 260 262 264 266 267 268
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дених навантажень, повністю визначають поле 
напружень і переміщень в околі кутової точки 
ламаної межі розділу матеріалів, з якої виходить 
міжфазна тріщина. 

У поведінці напружень при наближенні до 
вершини тріщини головну роль відіграватимуть 
доданки, що відповідають найменшим, близьким 
за величиною кореням λ1 і λ2 (рис. 2). Сталі С1 і 
С2 пов’язані з коефіцієнтами інтенсивності напру-
жень у вершині тріщини K1, K2, які визначаються з 
розв’язку відповідної задачі теорії пружності [15]. 
У разі комплексно спряжених коренів � �1 2�  для 
отримання дійсних значень напружень і перемі-
щень покладемо C C1 2=  та подамо С1 через комп-
лексний КІН K K iK� �1 2 , як це зазвичай робиться 
в теорії міжфазних тріщин [16]:

C C K iK L K L ir m r mi i
1 2 1 22 2� � �� � �� �( ) ( ) exp( ),� � �� � � �       (5)

де � � �arg arctg( / )K K K2 1  – фазовий кут, що 
характеризує ступінь змішування мод наванта-
ження. Зауважимо, що через відсутність симетрії 
в будові кусково-однорідного тіла й викликане 
цим перемішування мод навантаження біля вер-
шини тріщини величини K1 і K2 не можуть бути 
зіставлені коефіцієнтам інтенсивності напру-
жень при розтягу і зсуві, як у теорії тріщин в 
однорідному матеріалі. У поданні С1 для уник-
нення залежності напружень і переміщень від 
вибору одиниці вимірювання відстані введено 
множник L i m� � , який містить деякий характерний 
розмір задачі L, наприклад, довжину тріщини.

У разі комплексно спряжених коренів � �1 2�  
характеристичного рівняння (3) формули (4) 
передбачають фізично некоректні просторові 
осциляції напружень і переміщень при набли-
женні до вершини тріщини. Проте, як показує 
досвід численних досліджень міжфазної тріщини 
на плоскій межі розділу, це не перешкоджає отри-
мувати фізично коректні результати на відстанях 
від кутової точки, що перевищують ділянку осци-
ляцій, якщо її розміри значно менші за довжину 
тріщини.

Використовуючи знайдений розв’язок (4), 
оцінимо розмір ділянку осциляцій за найбіль-
шою відстанню до вершини в межах розмі-
рів тріщини, на якій передбачається взаємний 
перетин берегів. Припускаючи малість кон-
тактної зони порівняно з розмірами тріщини, 
обмежимося у виразі для � �2 2u r r� �( , ) /  лише 
двома доданками, які дають найбільший вклад 
при r → 0 . Приймемо також вживане в ліній-
ній механіці руйнування припущення, що вер-
шина тріщини є точкою повернення [17], тобто 
що береги тріщини у вершині мають спільну 
дотичну. Тоді, згідно з вимогою дійсного харак-
теру напружень і переміщень, отримаємо для 
нормальної компоненти переміщення вираз: 
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або, враховуючи (5), маємо:
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тріщини як відносне переміщення її берегів 
� � � �� �( ) ( , ) ( , ),r u r u r� � � � �2  отримаємо: 
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Через наявність логарифма під знаком коси-
нуса розкриття аперіодично осилює при зміні r, 
нескінченну кількість раз змінюючи знак. Для δ<0 
це означає фізично неможливий взаємний перетин 
протилежних берегів тріщини, що трактується як 
виникнення контакту берегів на відповідних від-
різках. Оцінимо довжину всієї ділянки контакту 
берегів за найбільшою з відстаней r Lm < , на якій 
розкриття обертається в нуль. Прирівнюючи δ(r) 
до нуля, знаходимо:

r Lm
m

� � � ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�exp .

1
2�
�

� �                  (6)

Як показує аналіз формули (6), розмір кон-
тактної зони залежить від пружних параметрів 
матеріалів і кута зламу межі поділу, які входять 
у rm через λm і ξ, і від конфігурації зовнішнього 
навантаження, яка представлена фазовим кутом 
ψ. Також із (6) випливає, що нехтування контак-
тною зоною ( r Lm << ), яке дає підстави вважати 
отриманий вище розв’язок прийнятним для ана-
лізу НДС біля вершини тріщини на відстанях 
r r Lm    у разі комплексних показників сингу-
лярності, є можливим при виконанні нерівності 
1

2
1

�
�

� �
m

� ��
�
�

�
�
� �� � . Порушення цієї умови призводить 

до появи значної за розмірами контактної зони й 
вимагає розв’язання задачі, яка від самого початку 
вимагає врахування ділянки контакту берегів.

2. Вплив контакту берегів на НДС біля вер-
шини міжфазної тріщини

Згідно з висновками п. 2, припускаємо, що 
частина берегів тріщини перебуває в контакті з 
тертям за законом Кулона. Для дослідження впливу 
контакту берегів на локальне поле напружень  
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біля вершини тріщини знехтуємо скінченністю 
розмірів ділянки контакту й дійдемо крайової 
задачі теорії пружності, аналогічної розглянутій 
вище, із заміною в (1) останніх двох умов такими: 

� � � � � � ��� � � �� � � � � � �( ) ( ) : , ,2 0 0   r u

( f  – стрибок величини f; μ – коефіцієнт 
тертя). Розв’язання цієї крайової задачі викону-
ється за допомогою методу Віґгардта-Вільямса 
аналогічно розв’язанню задачі в п. 2 і приводить 
до наступного характеристичного рівняння для 
визначення показників сингулярності: 
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d8
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У випадку α=π рівняння (7) із точністю до 
несуттєвих множників зводиться до відомого 
результату М. Комніноу [18]: 

cos sin ,�� �� ��� �D 0

якому відповідає показник сингулярності 
� � ��� � �1arcctg D .

Згідно з розрахунками, рівняння (7) може 
мати від 1 до 3 коренів у смузі � � �1 0Re � , які 
визначають сингулярну поведінку напружень при 
наближенні до вершини тріщини. На рис. 3 пока-
зані залежності показників сингулярності λ1, λ2 
для E1/E2=0,1, v1=v2=0,3 при μ=0 (суцільна лінія), 
μ=1 (штрихована лінія) і μ= –1 (штрих-пунк-
тирна лінія); знак μ визначається напрямком зсув-
них переміщень берегів тріщини. Найменший 
з цих коренів v1 є дійсним для всіх кутів зламу 
у випадку μ≥0, тому напруження біля вершини 
тріщини мають степеневу особливість і контакт 
берегів усуває виявлені в п. 2 в рамках класичної 
моделі міжфазної тріщини просторові осциляції 
переміщень і напружень біля вершини тріщини 
при кутах зламу в інтервалі (αmin, αmax). Проте для 
μ<0 на певних інтервалах кутів зламу (α1min, α1max), 
що залежать від відношення модулів Юнга з’єд-
наних матеріалів і коефіцієнта тертя (таблиця 2), 
показники сингулярності можуть набувати комп-
лексно спряжених значень � �1 2� , які обумов-
люють фізично некоректні просторові осциляції 
переміщень (пунктирна ділянка на графіку для 
μ= –1, рис. 3). Ширина інтервалу прямує до нуля 
по мірі зближення пружних характеристик мате-
ріалів і зменшення (за модулем) коефіцієнта тертя 
(таблиця 2). Отримані результати переносяться на 
випадок E1/E2>1 шляхом одночасних замін E1↔E2, 
μ → –μ, α → 2π–α.

Отже, модель М. Комніноу міжфазної трі-
щини з контактом берегів не дає однозначного 
вирішення проблеми осцилюючої сингулярності. 
Розв’язання цієї проблеми, згідно з комплексною 
моделлю міжфазної тріщини [19; 20], убачається 
в урахуванні утворення зони передруйнування в 
околі вершини тріщини. 

Аналогічно п. 2, визначивши коефіцієнти в 
розвиненнях (2), доходимо виразів (4) для ком-
понент напружень і похідних від переміщень із 
функціями ajn( )λ , поданими в додатку Б, і довіль-
ними множниками Ci, у яких закладена можли-
вість урахування зовнішнього навантаження й 

Таблиця 2
Інтервал кутів зламу межі розділу, яким відповідають комплексні показники сингулярності 

біля вершини міжфазної тріщини з контактуючими берегами (v1=v2=0,3)
E1/E2 0,1 0,3 0,5 0,7

μ –1 –2 –1 –2 –1 –2 –3 –4
α1min,° 264 242 274 252  – 267  – 268
α1max,° 316 322 305 312  – 305  – 304
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будови конкретного кусково-однорідного тіла. На 
множник C1 накладається умова C1F1(λ1,θ)<0, що 
відповідає дії стискального нормального напру-
ження на береги тріщини та забезпечує їх контакт.

 
Рис. 3. Залежність показника сингулярності 

напружень біля вершини міжфазної тріщини  
з контактуючими берегами  
від кута зламу межі розділу

Отриманий розв’язок дає змогу оцінити дов-
жину ділянки контакту берегів за відстанню від 
вершини, на якій нормальне напруження на бере-
гах тріщини обертається в нуль. Обмежуючись у 
розвиненні σθ(r,2π-α) двома першими доданками, 
знаходимо: 

s
C F

C F
� �

�� �
�� �

�

�
��

�

�
��

�

1 1 1

2 2 2

1
2

2

2 1� � �
� � �

� �
,

,
.

/( )

Оскільки знайдений вище розв’язок описує 
локальне поле напружень, використання отрима-
ної оцінки довжини контактної зони обмежено 
вимогою, що розміри зони повинні бути значно 
меншими порівняно з довжиною тріщини або 

будь-якими іншими актуальними довжинами 
(відстанями від вершини тріщини до найближчої 
межі конкретного тіла, до найближчої точки при-
кладання зовнішніх сил тощо).

Висновки. Виконане дослідження в умовах 
плоскої деформації напружено-деформованого 
стану біля вершини розкритої міжфазної трі-
щини, яка виходить кутової точки ламаної межі 
розділу двох різних матеріалів, виявило існування 
інтервалів кутів зламу, на яких мають місце комп-
лексно спряжені показники сингулярності напру-
жень. Їх наслідком є просторові осциляції пере-
міщень берегів з фізично некоректним взаємним 
перетином, що можуть бути усунуті введенням 
ділянки контакту берегів. Розв’язок задачі про 
міжфазну тріщину із взаємодіючими за законом 
сухого тертя берегами, яка поширюється з куто-
вої точки ламаної межі розділу матеріалів, пока-
зав, що наявність контакту берегів усуває можливі 
просторові осциляції переміщень берегів у рам-
ках моделі розкритої міжфазної тріщини. Проте 
в рамках моделі тріщини з контактуючими бере-
гами виявлено існування інтервалів кутів зламу 
межі розділу, для яких залежно від напрямку 
зсувних переміщень берегів тріщини також мають 
місце комплексні показники сингулярності.

Знайдені в роботі вирази для полів напружень 
і переміщень в околі вершини міжфазної трі-
щини можуть бути використані в рамках лінійної 
механіки руйнування для дослідження параме-
трів маломасштабних зон передруйнування і гра-
ничних навантажень у кусково-однорідних тілах 
з ламаною межею розділу матеріалів. Частково 
ця проблема розв’язана для випадку розкритої 
тріщини [21–23], проте вона залишається акту-
альною для випадку тріщини з контактуючими 
берегами.

Додаток А
Власні функції в розвиненнях компонент напружень і похідних від переміщень 

біля вершини міжфазної тріщини з вільними від навантаження берегами
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Додаток Б
Власні функції в розвиненнях компонент напружень і похідних від переміщень 

біля вершини міжфазної тріщини з контактуючими берегами
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