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У статті розглянуто використання методу напівдискретизації для оптимізації 
програмного управління системами з розподіленими параметрами. Метою 
методу напівдискретизації (також відомого як метод прямих) у статті 
є не розв’язування початково-крайової задачі, що становить систему з 
розподіленими параметрами, а зведення цієї початково-крайової задачі до 
початкової задачі, що становить дискретну апроксимацію досліджуваної 
розподіленої системи, для подальшого розв’язування задачі оптимізації 
програмного управління відомими методами, наприклад, на основі принципу 
максимуму Понтрягіна. Оптимізація процесу нагрівання плоскої стінки з 
урахуванням обмежень міцності розглядається як приклад використання 
запропонованого підходу. У цьому прикладі необхідно визначити програму 
нагріву, яка дасть змогу збільшити температуру плоскої стінки від нижчого 
заданого значення до більшого заданого значення протягом мінімального часу 
з урахуванням обмежень міцності, щоб виключити руйнування цієї плоскої 
стінки через температурні напруження, що виникають у процесі нагріву 
внаслідок різних температур на крайових поверхнях. Розглядається випадок 
програми управління температурою нагрівання на одній крайній поверхні 
й ураховується теплова ізоляція іншої крайньої поверхні плоскої стінки. 
Теплопровідність розглядається як нестаціонарний розподілений уздовж 
товщини плоскої стінки процес, математична модель якого представлена 
відомим рівнянням теплопровідності, яке є диференціальним рівнянням 
у частинних похідних, що має розглядатися з необхідними початковими й 
граничними умовами. Методом напівдискретизації одержано дискретну 
апроксимацію рівняння теплопровідності плоскої стінки та сформульовано 
задачу щодо керованості відповідної системи звичайних диференціальних 
рівнянь. Для розв’язання цієї задачі керованості введено додаткове 
диференціальне рівняння для управління й за результатами багаторазового 
інтегрування відповідних звичайних диференціальних рівнянь визначено 
оптимальну програму нагрівання плоскої стінки.
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Using the semi-discretisation method for optimising the program control of 
distributed parameters systems is considered. The semi-discretisation method 
(also well-known as the method of lines) is used not to solve the initial-boundary-
value problem representing the distributed parameters system, but to reduce this 
initial-boundary-value problem to the initial-value problem such that to represent 
the discretisation of the researched distributed parameters system and to solve 
the problem about optimising the program control by using the well-known 
methods like the Pontryagin's maximum principle for example. Optimising of 
heating processes of the planar wall taking into account the strength restrictions 
is considered as application example of using the proposed approach. This 
example deals with defining the heating program which will allow increasing 
the given smaller temperature to the given higher temperature of the planar 
wall during the minimum time considering with the strength restrictions due to 
the thermal stresses occurring under the heating process accompanying by the 
different temperatures of the wall's edges. The control program for the heating 
temperature on one edge under the heat isolation of the other edge of the planar 
wall is considered. The heat conduction in the planar wall is considered as the 
unsteady and spacial distributed process, and the mathematical model of this 
process is represented using the well-known heat conduction equation which 
is the partial differential equation must be considered with initial and boundary 
conditions. The discrete approximation of the heat conduction equation for 
the planar wall is obtained by using the semi-discretisation method, and the 
controllability problem for the corresponding ordinal differential equations is 
formulated. It is built the additional ordinary differential equation for defining 
the control to solve this controllability problem and the optimal control of heating 
the planar wall is constructed by means of many time numerical integrating of 
these built ordinary differential equations.

Key words: transition modes, 
controllability, discretisation, 
heat conduction, numerical 
solving.
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Постановка проблеми в загальному вигляді. 
Програмне управління використовується пере-
важно для автоматизованої або автоматичної зміни 
стану в процесі експлуатації об’єктів автоматиза-
ції з урахуванням притаманних таким об’єктам 
обмежень. Проблема оптимізації програмного 
управління пов’язана з глобальними завданнями 
підвищення ефективності експлуатації технічних 
об’єктів і систем різного призначення, наприклад, 
за рахунок забезпечення більш високої якості про-
дукції [1] і зменшення витрат часу або споживаної 
енергії [2], зменшення вичерпання ресурсу устат-
кування [3]. Проблема оптимізації програмного 
управління системами з розподіленими параме-
трами є більш складною, ніж для дискретних сис-
тем, і розв’язання цієї проблеми вважається сьо-
годні однією з найголовніших для вдосконалення 
автоматизації сучасних виробничих комп’ютер-
но-інтегрованих систем [4; 5].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Найбільш дослідженими та розробленими сьо-
годні є питання щодо керованості дискретних 
систем [6–8], саме які і є теоретичною основою 
оптимізації програмного керування такими систе-
мами. Водночас питання керованості щодо систем 
із розподіленими параметрами сьогодні є вивче-
ними недостатньо повно, тому інтенсивно вивча-
ються [9–11].

Формулювання мети дослідження. Метод 
напівдискретизації, відомий також як метод пря-
мих [12], полягає у використанні методу сіток 
виключно щодо просторових змінних для зве-
дення вихідних диференціальних рівнянь у 
частинних похідних до звичайних диференціаль-
них рівнянь, які можна розв’язати за допомогою 
високоефективних методів покрокового інтегру-
вання. Цей метод використовують зазвичай для 
наближеного аналізу систем із розподіленими 
параметрами при розв’язуванні технічних питань 
[13; 14], але можливе його використання для 
апроксимації задач керованості систем із розпо-
діленими параметрами [15]. Метою дослідження 
є розроблення узагальненого підходу щодо опти-
мізації програмного управління системами з роз-
поділеними параметрами на основі поєднання 
методу напівдискретизації та добре розроблених 
методів розв’язування задач керованості дискрет-
них систем.

Математичне формулювання задачі. Систе- 
ма з розподіленими параметрами в кожний момент 
часу t t≥ 0 , де t0 0≥  – заданий момент часу, роз-
глядається як задана сукупність нескінченного 
кількості точок в евклідовому не більш ніж три-
вимірному просторі Ε . Положення точок системи 
відносно заданої точки простору визначаємо за 
допомогою радіус-векторів r , що належать век-
торному простору 



Ε , який породжується про-

стором Ε . Отже, система з розподіленими пара-
метрами представляється у вигляді сукупності 
точок r , які займають ділянку 



ϒ  з границею υ , 
де 

 

� �� , 


� � � .
Стан досліджуваної системи з розподіленими 

параметрами визначаємо за допомогою вектора 
� � �x x� � �r t, , а програму управління цієї системи – 

відповідно, вектора � � �u u� � �r t, , де 


r � � , які мають 
належати до певних функціональних просторові, 
узгоджених зі змістом задачі, що розглядається. 
Математичні моделі систем із розподіленими 
параметрами можуть бути представлені у вигляді 
диференціальних рівнянь із частинними похід-
ними, початковими, а також граничними умовами, 
які в узагальненому вигляді можна записати так:

�
�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �x

f x u x x
t

r t r r C, , , 0 0 �� ,     (1)

� � � � � �
p x u 0, ,� � � � �r � ,                   (2)

де   f x u,� �  – заданий закон швидкості зміни стану 
системи; � �

x0 r� �  – заданий стан системи в момент 
часу t t= 0 ; 



C��  – доповнення υ  до 


ϒ , яке стано-
вить частину ділянки 



ϒ , що не належить до її гра-
ниці υ ;   p x u,� �  – заданий закон стану системи в 
граничних точках; 0  – нульовий елемент відпо-
відного функціонального простору.

Позначимо множину U  програм управління 
� � �u u� � �r t,  таких, що для � � u U  існує єдиний 

розв’язок � � �x x� � �r t,  задачі (1), (2), і далі розгля-
даємо тільки програми управління  u ∈U . Нехай 
� �x1 r� �  – заданий стан системи. Уважаємо, що для 

цього заданого стану � �x1 r� �  системи існує підмно-
жина  U U1 ⊂  програм управління � � �u u� � �r t, , для 
кожного елементу якої існує відповідний йому 
момент часу t t1 0> , у якому розв’язок задачі (1), (2) 
задовольняє умові � � � �x xr t r, 1 1� � � � � . Задача оптимі-
зації програмного управління полягає в тому, щоб 
для заданого стану � �x1 r� �  системи знайти таку про-
граму управління  u ∈U1 , щоб різниця t t1 0−  була 
мінімальною при виконанні додаткових обмежень:



 Q x u,� � � 0 ,                              (3)

де   Q x u,� �  – деякий заданий функціонал.
Використання методу напівдискретизації. Від-

повідно до методу напівдискретизації [12], у дослі-
джуваній ділянці 



ϒ  з границею υ  вводимо сітку:




r k nk � � ��, , , ,1 2 ,                       (4)

де rk  – вузол сітки; n  – кількість вузлів сітки.
Завдяки введеній сітці (4) маємо можли-

вість, замість неперервних функцій � � �x x� � �r t,  та 
� � �u u� � �r t, , розглядати вузлові значення, які визна-

чатимуть стан системи і програму управління:

� � � � � �x x u uk k k kt r t t r t k n� � � � � � � � � � � �, , , , , , ,1 2 .   (5)
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З використанням відомих формул обчислюваль-
ного диференціювання й методу сіток (скінчен-
них різностей), замість диференціальних рівнянь, 
у частинних похідних (1), (2) одержимо звичайні 
диференціальні рівняння з початковою умовою:

d
dt

t
x

f x u x x� � � � � �, , 0 0 ,                 (6)

де 
x x x x� � �� � … �

1 2
T T

n
T T , u u u u� � �� � … �

1 2
T T

n
T T  – век-

тори вузлових значень; f x u,� �  – дискретна апрокси-
мація заданого закону   f x u,� �  швидкості зміни 
стану системи; x0  – вектор вузлових значень у 
момент часу t t= 0 .

Таким же чином за допомогою техніки скін-
ченних різностей одержимо дискретну апрокси-
мацію умови (3):

Q x u,� � � 0 ,                          (7)

де Q x u,� �  – деякий функціонал, що становить 
дискретну апроксимацію заданого функціоналу 


 Q x u,� �  з умови (3).
Отже, за допомогою методу напівдискретиза-

ції вихідна система з розподіленими параметрами 
(1), (2) представлена дискретною апроксимацією 
(6), що дасть змогу використовувати добре розро-
блені методи оптимізації програмного управління 
дискретними системами. Так, наприклад, без ура-
хування додаткової умови (7) можемо використову-
вати відомий принцип максимуму [6]. У разі ліній-
ного закону   f x u,� �  швидкості зміни стану системи 
рівняння (6) набуде найпростішого вигляду:

d
dt

t
x

A x B u x x� � � � � � �, 0 0 ,               (8)

де A  та B  – задані матриці.
Приклад використання запропонованого 

підходу щодо оптимізації програмного управ-
ління нагрівом пластини. Розглянемо як при-
клад модельну задачу оптимізації програмного 

управління нагрівом тонкої однорідної пластини з 
урахуванням обмежень щодо міцності. Уважаємо, 
що в пластини (рис. 1а) розмір l  уздовж осі z , 
0 ≤ ≤z l  набагато менший за інші розміри. Урахо-
вуємо тільки теплові потоки уздовж осі z  та такої 
пластини визначатимемо полем температури 
T T z t� � �, ; поверхню z l=  пластини вважаємо 
теплоізольованою. Спочатку в момент часу t t= 0  
пластина мала задану температуру T const0� � �  і 
температуру пластини варто підвищити до зада-
ного значення T const1� � �  шляхом зміни темпе-
ратури u t� �  її поверхні z = 0 . Необхідно знайти 
закон зміни в часі температури u t� � , який забезпе-
чує найшвидший нагрів пластини за умови вико-
нання обмеження її міцності:

u t T l t
E

� � � � � � � �
,

2 �
�

,                    (9)
де u t T l t� � � � �,  за змістом задачі; �� � , E  та 
α  – задані допустимі напруження, модуль Юнга 
та коефіцієнт температурного розширення матері-
алу пластини.

Походження обмеження міцності (9) не є 
темою дослідження, але зазначимо, що нерів-
ність (9) відповідає обмеженню температурних 
напружень в однорідній пластині із закріпленими 
поверхнями z = 0  та z l= . Закон зміни u t� �  тем-
ператури поверхні z = 0  розглядаємо як програму 
управління станом пластини, тоді температурний 
стан пластини, відповідний програмі управління 
u t� � , визначається так [15]:

�
�

�
�
�

� � � � �� �
T
t

a
T
z

T z t T z l
2

2 0 0 0, , , ,     (10)

T t u t
T l t

z
0 0, ,

,� � � � � � � �
�

� ,             (11)

де a  – коефіцієнт температуропровідності мате- 
ріалу пластини.

Зрозуміло, що система (10), (11) із розподі-
леними параметрами є окремим випадком уза-
гальненої математичної моделі (1), (2), у якому 

  

  

 

 

                             а)                                                                                 б)
Рис. 1. Пластина (а) та дискретизація її температурного поля (б)
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ділянці ϒ  відповідає відрізок 0 ≤ ≤z l , а границі 
υ  – точки z = 0  та z l= ; вектори x  та u  при 
цьому зводяться до температури T z t,� �  в точках 
пластини й температури u t� �  її поверхні z = 0 , а 
обмеження (9) є окремим випадком обмеження 
(3) загального вигляду. Для розв’язування сфор-
мульованої задачі (10), (11), відповідно до методу 
напівдискретизації, уводимо в ділянки 0 ≤ ≤z l  
сітку з кількістю n  «внутрішніх» вузлів (рис. 1б), 
які визначаються так:

z k z k n nk � � �� , , , , , ,0 1 2 1 ,            (12)

де �z l
n

�
� 1

 – крок сітки.
Використовуємо такі формули обчислюваль-

ного диференціювання:

�
�

� � �
�

� �� � � �
2

2
1 1

2
1 22 3 4

2
T
z

T T T
z

T
z

T T T
z

k k k k k k k k
 

� �
, . (13)

Друга формула (13) разом із другою гранич-
ною умовою (11) дає змогу записати:

T T Tn n n� �� �1 1

4
3

1
3

.                    (14)

Першу формулу (13) використовуємо у «вну-
трішніх» вузлах k n= 1 2, , , , за допомогою виразу 
(14) виключаємо з розгляду температуру Tn+1  у 
рівнянні для вузла k n= . У результаті одержимо 
дискретну апроксимацію рівнянь (10), (11) у 
вигляді (8), у якому:
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. (15)

Для побудови програми управління диферен-
ціальні рівняння (15) будемо розглядати разом із 
додатковими диференціальними рівняннями:

du
dt

F t u T T T u t T
En

T� � � � � � �� � �, , , , , ,1 2 1 0 0

2


�
�

,  (16)

dT
dt

dT
dt

dT
dt

T t Tn n n
n

� �
� � �� � � � �1 1
1 0 0

4
3

1
3

, ,        (17)

де F t u T T Tn, , , , ,1 2 1 �� �  – функція, яку варто підіб- 
рати так, щоб задовольнялася умова (9) і щоб 
пластина нагрівалася за найшвидший час.

Завдяки введенню диференціальних рівнянь 
(16), (17) розв’язування задачі оптимізації про-
грамного управління нагрівом пластини зводиться 
до вибору функції F t u T T Tn, , , , ,1 2 1 �� � . Розглянемо 
далі множину таких функції:

F t u T T T

dT
dt

t t

u T
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, , , , ,
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1 2 1

1
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�

�
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�
� , ,t tm

 (18)

де tmreg  та umreg  – момент часу та амплітуда стрибко-
подібного зменшення температури u t� � , які визна-
чаються для заданого номеру m n� �� �0 1,  вузла 
сітки (12) з умов T z t Tm m, reg� � � � �1  та u u tm m

reg reg� � � ;  
� � 10  – числовий параметр, прийнятий для екс-
поненціальної апроксимації стрибкоподібного 
зменшення температури u t� � .

У вигляді (18) маємо скінченну підмно-
жину n + 2  відповідних значенням параметру 
m n� �� �0 1,  програм управління  U U1 ⊂ .

Розглянемо результати розрахунків для наступ-
них вихідних даних:
a l t T T� � � � � ��

� � � �15 10 0 02 0 290 7906
0 0 1ì ñ ì K K, , , , , ,

� �=10 K ÃÏà ÌÏà� � � � ��10 1 195 1606 , ,E .     (19)

Для наближеного інтегрування звичайних 
диференціальних рівнянь (15)–(17) використову-
ємо відомий метод Рунге-Кута 4-го порядку [16]; 
кількість вузлів n  і крок інтегрування в часі ∆t  
обираємо так:

n t� �31 0 01, ,� ñ .                  (20)

Збільшення кількості вузлів обмежено часом 
машинного розрахунку, який помітно збіль-
шується при збільшеній кількості n > 35  через 
необхідність зменшення кроку інтегрування в 
часі; водночас результати розв’язування задачі 
теплопровідності для кількості вузлів n > 35  не 
мають помітних відмінностей від результатів, що 
відповідають значенню (20), і не містять додат-
кової корисної інформації щодо температурного 
поля в пластині.

Деякі результати розв’язування диференціаль-
них рівнянь (15)–(18) для вихідних даних (19), (20) 
і значень m = 0 , m n� � 1 , m = 19  представлені на 
рис. 2. Програми управління u t� � , які відповідні 
значенням m = 0  (рис. 2а) та m n� � 1  (рис. 2б), 
забезпечують розігрів пластини за час t1 80≅ ñ ;  
різниця між ними полягає в тому, що в разі 
m = 0  збільшення температури u t� �  обмежується 
величиною T 1� �  (рис. 2а), а у випав разі m n� � 1  
збільшення температури u t� �  здійснюється до 
повного розігріву пластини відповідно до умови 
T Tn� � ��1 1 , а потім змінюється шляхом стрибкового 
зменшення до значення T 1� �  (рис. 2б). Програма 
управління u t� � , яка відповідна значенню m = 19 ,  
забезпечує розігрів пластини за найкоротший 
час t1 40≅ ñ  (рис. 2в); у цій програмі збільшення 
температури u t� �  здійснюється до прогріву при-
близно 57% товщини пластини до температури 
T 1� � , а потім змінюється шляхом стрибкового 
зменшення до значення T 1� �  (рис. 2в).
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Висновки та перспективи подальших дослі-
джень. Одержані результати дають змогу зробити 
такі висновки.

Розроблено узагальнений підхід до оптимізації 
програмного управління системами з розподіле-
ними параметрами на основі поєднання методу 
напівдискретизації та методів покрокового інте-
грування звичайних диференціальних рівнянь з 
початковими умовами.

Показано, що використання методу напівдис-
кретизації дає змогу звести задачу оптимізації 
програмного управління системами з розподі-
леними параметрами до задачі оптимізації про-
грамного управління еквівалентної дискретної 
системи, яка представлена звичайними диферен-
ціальними рівняннями, як це передбачається при 
формулюванні принципу максимуму Понтрягіна.

Розглянутий приклад задачі оптимізації управ-
ління нагрівом пластини – «плоскої стінки» пока-
зує можливості запропонованого узагальненого 
підходу до його практичного використання. Пока-
зано, що найшвидший розігрів пластини вимагає 
збільшення управляючої температури впритул до 
розігріву близько 57% товщини пластини, а потім 
стрибкового зменшення управляючої температури 
до потрібного умовою розігріву пластини значення. 
Одержані результати розв’язування модельної 
задачі дають змогу стверджувати, що зменшення 
похибки оптимізації програмного управління 

потребує збільшення кількості вузлів просторової 
дискретизації порівняно з кількістю вузлів, яка 
забезпечує достатню точність розв’язування задачі 
теплопровідності. Суттєвим недоліком розв’язку 
модельної задачі оптимізації програмного управ-
ління нагрівом пластини є відсутність автома-
тизації вибору значення m  у виразі (18), тому в 
подальшому планується здійснити автоматизацію 
визначення значення m  у виразі (18) і дослідити 
вплив кількості вузлів на похибку розв’язування 
задачі оптимізації програмного управління.

Розроблений узагальнений підхід до оптиміза-
ції програмного управління системами з розподі-
леними параметрами є досить перспективним із 
погляду розв’язування низки прикладних задач 
щодо автоматизації керування певними експлу-
атаційними режимами енергоустановок з ура-
хуванням обмежень щодо їх міцності й ресурсу. 
У зв’язку із цим у подальшому передбачається 
розглянути низку прикладних задач щодо опти-
мального управління температурними полями в 
циліндричних тілах із різними типами граничних 
умов та умов обмеження міцності, які відповіда-
ють схематизації надважливих елементів тепло-
вих і ядерних енергоустановок: оболонок твелів і 
корпусів ядерних реакторів і трубопроводів ядер-
них енергоустановок, теплообмінних труб і бара-
банів парових котлів, теплообмінних труб і корпу-
сів парогенераторів реакторних установок.

   
   

 

 

а)                                        б)                                        в)
Рис. 2. Результати розрахунків для m = 0  (а), m n� � 1  (б) та m = 19  (в)
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