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Розглядається відкрита та закрита тріщини між двома ізотропними 
півплощинами під дією комбінованого навантаження на нескінченості. 
Така ситуація може мати місце за наявності в області тріщини спеціальних 
мастильних матеріалів. Вважається, що береги відкритої тріщини не 
взаємодіють між собою, а закритої – знаходяться в умовах гладкого 
контакту. Для розв’язання задачі використані представлення напружень 
та похідних від стрибків переміщень через кусково-аналітичну функцію, 
що одержані раніше. Сформульована комбінована крайова задача Діріхле-
Рімана з областями розривів невідомої функції, що збігаються з відрізками 
розташування тріщин. Виписаний точний аналітичний розв’язок цієї 
задачі, який задовольняє умовам на нескінченості та умовам однозначності 
переміщень при обході контурів тріщин. Знайдені досить прості вирази для 
напружень на межі поділу матеріалів поза тріщинами, а також для похідних 
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від стрибків переміщень берегів тріщин. Обчислені коефіцієнти інтенсивності напружень та швидкість звільнення 
енергії для вершин тріщин, які визначають можливість їх розвитку. Показано, що має місце осцилююча коренева 
особливість у вершинах відкритої тріщини і звичайна коренева особливість у вершинах закритої тріщини. 
Окремо отримано досить простий розв’язок подібної задачі для випадку тільки однієї відкритої тріщини на 
межі поділу матеріалів, який використано для оцінки достовірності розв’язку основної задачі шляхом його 
порівняння для випадку, коли тріщини знаходяться на значному віддаленні між собою. Показано, що у цьому 
випадку основні характеристики відкритої тріщини для основної і допоміжної задачі дуже добре узгоджуються. 
Побудовано також розв’язок задачі про взаємодію відкритої і закритої міжфазних тріщин для випадку тіла 
скінчених розмірів з використанням студентської версії скінченно-елементного пакету ABAQUS. За умови, що 
розмір тріщин набагато менший за характерний розмір тіла, проведено порівняння аналітичних і чисельних 
результатів та отримана їх гарна узгодженість.
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The open and closed cracks between two isotropic half-planes under the action of 
combined load at infinity are considered. It is assumed that the faces of the open 
crack do not interact with each other, and the closed ones are in smooth contact. 
The latter situation may occur in the presence of special lubricants in the crack 
region. To solve this problem, the previously obtained representations of stresses 
and derivatives of jump jumps via a piecewise analytic function are applied. 
Using the conditions at the interface of the materials, these representations made 
it possible to formulate a combined Dirichlet-Riemann boundary-value problem 
with areas of discontinuities of unknown function coinciding with the segments 
of the crack location. An exact analytical solution of this problem is written, 
which satisfies the conditions at infinity and the conditions of uniqueness of 
displacements when bypassing the cracks. Based on this solution, quite simple 
expressions were found for the stresses at the materials interface beyond the 
cracks, as well as for the derivatives of the of displacements jumps of the crack 
faces. The stress intensity factors and the energy release rate for the crack tips, 
which determine the possibility of their development, are also calculated. It is 
shown that there is an oscillating root singularity at the open crack tips and a 
common root singularity at the closed crack tips.
A rather simple solution of the similar problem was obtained also, but in the 
case of the only one open crack at the interface. This solution was used to 
evaluate the validity of the solution of the main problem by comparing it to 
the case of the cracks situated at a considerable distance from each other. It is 
shown that in this case the main characteristics of the open crack for the main 
and the auxiliary problem agree very well with each other. The solution of the 
problem of interaction of open and closed interface cracks for the case of a 
finite size body is also constructed. The student version of the Abaqus finite 
element package was used for this purpose. Provided that the size of the cracks 
is much smaller than the characteristic body size, the analytical and numerical 
results are compared and their good agreement is obtained. This is further 
evidence of the correctness of the analytical solution obtained in this paper.

Key words: crack, bi-material, 
linear conjugation problem.

Постановка проблеми. Дослідження тріщин 
між двома матеріалами (міжфазних тріщин) 
має важливе значення для практики, оскільки 
такого роду дефекти найчастіше спричиняють 
руйнування композитних конструкцій. Задача 
для тріщини, розташованої на межі поділу двох 
різних пружних ізотропних матеріалів, була 
поставлена за припущення, що тріщина повні-
стю відкрита [1]. Для такої моделі встановлено, 
що біля вершин тріщини має місце осцилююча 
особливість напружень. Надалі міжфазна трі-
щина в рамках цієї моделі розглядалася в дея-
ких  роботах [2‒4]. 

Для усунення осцилюючої особливості напру-
жень у роботі [5] запропоновано контактну 
модель тріщини, яка враховує гладкий контакт її 
берегів біля вершин. Аналітичні способи розв’я-
зання задачі для тріщини з зонами контакту, що 
розташована на межі поділу ізотропних матеріа-
лів, розвивались у роботах [6‒9].

Взаємодія двох відкритих міжфазних тріщин 
вивчалась у роботах [10‒12], водночас результати 
дослідження взаємодії відкритої та закритої між-
фазних тріщин авторам невідомі. 

У цій роботі розглянуто задачу про взаємо-
дію відкритої та закритої тріщин на межі поділу 

матеріалів із використанням комплексних пред-
ставлень компонент пружно-деформівного стану. 
Проблему зведено до комбінованої крайової 
задачі Діріхле-Рімана, для якої виписано аналі-
тичний розв’язок. Одержано досить прості ана-
літичні формули для всіх необхідних факторів на 
межі поділу матеріалів.

Постановка задачі. Розглянемо відкриту 
c x a≤ ≤1  і закриту b x d< <1  тріщини на межі 
поділу x2 0=  двох пружних матеріалів (рис. 1).

Вважаємо, що вектор P� � �� �� ��� �,
T  задає 

умови на нескінченності. Вважається також від-
сутність напружень на гранях відкритої тріщини 
і умови неперервності на іншій частині біматері-
ального інтерфейсу. Отже, граничні умови на різ-
них частинах інтерфейсу мають вигляд

� �22
1

22
2 0� � � �� � , � �12

1
12
2 0� � � �� �  для x c a1 � � �, ,           (1)

� �12
1

12
2 0� � � �� � , u x2 1 0 0,� � � , �22 1 0 0x ,� � �  для x b d1 � � �, , (2)

u x1 1 0 0,� � � , u x2 1 0 0,� � � ,

�12 1 0 0x ,� � � , �22 1 0 0x ,� � �  для x c a b d1 � � � � � �� �, , , (3)

де c a b d< < < , ⋅  означає стрибок відповідної 
функції при переході через інтерфейс.
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Рис. 1. Відкрита c x a≤ ≤1
 і закрита b x d< <1  

тріщини на межі поділу x2 0=   
двох пружних матеріалів

В роботі [13] отримані представлення

� � �22
1
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1

1 1 1 1 1 10 0� � � � � �� � � � � � � � ��� ��( , ) ,x i x g F x F x ,  (4)

� � � � � � � � � � � �� �u x i u x F x F x1 1 2 1 1 1 1 10 0, ,' ,    (5)

де g �
�

2 1 2

1 1 2

� �
� � �

, � � � �
� � �1

1 1 2

2 2 1

�
�
�

, функція F z1 � �  

аналітична по всій площині комплексної змінної 
z x iy� �  за виключенням відрізків c a,� �  і b d,� �  
межі поділу матеріалів. При цьому рівняння (4), 
(5) забезпечують виконання умов неперервності 
напружень уздовж усього інтерфейсу.

Аналітичне розв'язання проблеми. Спів-
відношення (4), (5) задовольняють третю і чет-
верту умови (3), що витікає з виконання рівняння 
P P1

1
2

10 0� � � �� � � � �x x, ,  ( P m m m T� � � � � �� ��
�
�� �22 12, ) для всього 

інтерфейсу. Подальше врахування першої і дру-
гої умов (3) забезпечує аналітичність функції для 
всієї площини з розрізом уздовж інтерфейсу. 

Задовольняючи інші граничні умови (1) і (2) з 
використанням (4) і (5), отримуємо такі рівняння:

F x F x1 1 1 1 1 0� �� � � � � ��  для x c a1 � � �, ,           (6)

Im F x F x1 1 1 1 1 0� �� � � � ��� �� �� , Im F x F x1 1 1 1 0� �� � � � ��� �� �

для x b d1 � � �, .
Останні два співвідношення призводять  

до рівняння
Im F x1 1 0� � � �  для x b d1 � � �, ,            (7)

Беручи до уваги, що для x c a1 � � �,  і x b d1 � � �,  
співвідношення F x F x F x1 1 1 1 1 1

� �� � � � � � � �  є справед-
ливим, маємо з (4):

1 0 01 1 1 22
1

1 12
1

1�� � � � � � � �� � � �� � �F x x i x( , ) ,  для x1 � � .

Використовуючи той факт, що функція F z1 � �  
є аналітичною по всій площині, яка розрізана 
вздовж x c a b d1 � � � � � �� �, , , і застосовуючи умови на 
нескінченності, приходимо з останнього рівняння 
до такої умови на нескінченності

F z i
z1 � � � �
��

� �
 � � ,                    (8)

де � �
�

�
�

�
�� �g 1 1

, � �
�

�
�

�
�� �g 1 1

, ��  і ��  – 

напруження, задані на нескінченості.
Співвідношення (6) і (7) є комбінована гра-

нична задача Діріхле-Рімана. Розв’язання такої 
проблеми було знайдено і застосовано до аналізу 
жорсткого штампа [14]. Для цього випадку цей 
розв’язок може бути записано у вигляді 

F z P z X z Q z X z1 1 2� � � � � � � � � � � � ,             (9)
де

P z C z C z C� � � � �1
2

2 3 , Q z D z D� � � �1 2 ,

X z ie z c z a z b z di z
1 � � � �� � �� � �� � �� �� �� / ,

X z e z c z ai z
2 � � � �� � �� �� �� / ,

� �z
z c
z a

d a z b b a z d

d c z b b c z d
� � � �

�

�� � �� � � �� � �� �
�� � �� � � �� � �� �

�
2 ln

��
�
�

�

�
�
�

,

�
�

��
1
2 1ln .

Невідомі коефіцієнти C1 , C1 , C1 , D1 , D1  можна 
знайти з умов на нескінченності та умов одно-
значності зміщень. Беручи до уваги, що

X z
ie
z z

i
a b c d

O
z

i

1 2 1 4

0

1
1

2
1� � � � �

� � ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

�

�
,

X z
e
z z

i
a c

O
z

i

2 1 3

0

1
1

2
1� � � � �

��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

�
�
�

�

� ,

де

� �0 2�
�� � � �� �
�� � � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

ln
d a b a

d c b c
,

� �1 � �� � �� � � �� � �� ��
�

�
�b c d c b a d a ,

отримаємо такий вираз для F z1 � �  на нескінченності

F z ie C
C
z

C
z z

i
a b c di

1 1
2 3

2 1
0 1

1
2
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�
�

�
�
�e D

D
z z

i
a c

O
z

i� �0
1

2
1 2

1
1

2
1

.
Прирівнюючи вирази при z 0  і z −1  до правої 

частини (8) і до нуля відповідно, приходимо до 
системи
ie C e D i

ie C C i
a b c d

i i

i

� �

�

� �

�

0 0

0

1 1

2 1 1 2

� � �

� �
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�
�
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  ,
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�
�
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�

�

�
�

�

�
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�

�



	

 e D D i

a ci� �0
2 1 1 2

0.

Розв’язок цієї системи має вигляд

C1 0 0� � �� �
 � � � �cos sin ,  D1 0 0� �� �

 � � � �cos sin ,

C p p2 1 0 2 0� � �sin cos ,� �  D p p2 1 0 2 0� �cos sin ,� �

де

p C
a b c d

D
a c

1 1 1 0 0 1 1 0 02 2
� �

� � ��
�
�

�
�
� � �

��
�
�

�
�
�� � � � � �cos sin sin cos ,
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p C
a b c d

D
a c

2 1 1 0 0 1 1 0 02 2
� � �

� � ��
�
�

�
�
� � �

��
�
�

�
�

� � � � � �sin cos cos sin �� .

Використовуючи умову однозначності зміщень, 
приходимо з використанням (5) до такого рівняння

F x F x dx
b

d

1 1 1 1 1 0� �� � � � ��� �� �� .

Беручи до уваги, що для x b d1 � � �,

X x
e

x c x a x b d x

i x

1 1

1 1 1 1

1
�

� �

� � � �

�� � �� � �� � �� �

��

,

X x
e

x c x a

i x

2 1

1 1

1
�

� �

� � �
�� � �� �

��

,

останнє співвідношення може бути представлено 
у вигляді

C x C x C e e

x c x a x b d x

x x
1 1

2
2 1 3

1 1 1 1

0 1 0 1� �� � �� �
�� � �� � �� � �� �

�
� � � � �� � DD x D e e

x c x a
dx

x x

b

d
1 1 2

1 1

1

0 1 0 1

0
�� � �� �

�� � �� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�
� � � � �

�
� � , (10)

де

� �0 1
1 1

1

1 12x
b a d x

d a x b

b c d x

d c
� � �

�� � �� �
�� � �� �

�
�� � �� �
�� �

� �tan tan
xx b1 �� �

�

�
�
�

�

�
�
�
.

З рівняння (10) коефіцієнт C3  може бути пред-
ставлений у вигляді 

C C I C I D J D J I3 1 1 2 2 1 0 2 1 0� � � � �� � / ,
де інтеграли

I
x e e dx

x c x a x b d x
k

k x x

b

d

�
�� �

�� � �� � �� � �� �

� � � � �

�
1 1

1 1 1 1

0 1 0 1� �

, k = 0 1 2, , ,

J
x e e

x c x a
dxm

m x x

b

d

�
�� �

�� � �� �

� � � � �

�
1

1 1

1

0 1 0 1� �

, m = 0 1, ,

можна легко обчислити чисельно.

Використовуючи рішення (9) разом із форму-
лою (4), отримуємо
� �22

1
1 12

1
10 0( ) ( )( , ) ,x i x� � � � ( ) ( )1 1 1 1� � F x  для x b d1 � � �, , (11)

Підстановка (9) призводить до такого виразу

� � �� �
22
1

1 12
1

1 1

1

1

0 0 0 1 0 1� � � � � � �� � � � � � �� �
� �

�� �

x i x e e

P x

x c

x x, ,( )

xx a x b d x1 1 1�� � �� � �� �
�

�

�
�
�

�
� �

�� � �� �

�

�
�
�

Q x

x c x a
1

1 1
 для b x d< <1 ,                (12)

Підстановка розв’язку (9) в (5) дає такі формули
u x i u x ei x

1 1 2 10 0 2 1' ', ,
*

� � � � � � � �� �� �

�
� �

�� � �� � �� � �� �
�

� �
�� � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

P x

x c a x b x d x

iQ x

x c a x
1

1 1 1 1

1

1 1  
для x c a1 � � �, ,                        (13)

де � �* lnx
x c
a x

d a b x b a d x

d c b x b c
1

1

1

1 1

1

2� � � �
�

�� � �� � � �� � �� �
�� � �� � � �� �� �� �

�

�
�
�

�

�
�
�d x1

,

�
�

�
�

�( )1
2

1

1
4

.

Варто зазначити, що в цьому випадку отрима-
ний розв’язок є осцилюючим у вершинах відкри-
тої тріщини і має традиційну кореневу сингуляр-
ність у вершинах закритої тріщини.

Далі вводимо найбільш важливі коефіцієнти 
інтенсивності напружень

K x b xb

x b2 0 1 22
1

1
1

2 0� �� � � �
� �

� �lim ,� � ,
K i K x a x a x i xa a

x a

i

2 1 0 1 1 22
1

1 12
1

1
1

2 0 0� � �� � �� � � � �
� �

� � � �lim , ,� � �� �� �� � , (14)

Використовуючи рівняння (12) і враховуючи, 
що lim

x b
x

1 0 0 1 0
� �

� � �� , можна знайти

K
P b

b c b a d b
b
2

11 2
�

�� � � �
�� � �� � �� �

� � ,             (15)

Використання рівняння (11) для x a1 0� �  дає 
змогу отримати вирази для коефіцієнтів інтенсив-
ності напружень K a

1  і K a
2 :

K i K
a c b a d a

d c b a b c d a
a a
2 1 12 1

2
� � �� �

�� � �� � �� �
�� � �� � � �� � �� �

�

�
�
�

� �
��

�
�
�

�

2i�

�
� �
�� �

�
� �

�� � �� � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

Q a

a c

iP a

a c b a d a
,     (16)

Відповідно до [15] швидкість вивільнення 
енергії (ШВЕ) для цієї задачі може бути представ-
лена у вигляді
G

l
x u x l x u

l
a

a l

� �� ��� �
�

�

�lim ( , ) , ( , )( ) ( )

�

�

�
�

0 22
1

1 2 1 12
1

1

1
2

0 0 0� � 11 1 10x l dx�� � ��
�
�
�

�
�


�
� , , (17)

Формули (12), (13) в околі правої вершини тріщини

� �
�

�23
1
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1

1
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1
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., ,x i x
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2
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�
�

iP a

a c b a d a , (18)
u x i u x

a x
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i

1 1 2 1 0
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0 51
, ,

.

.
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� �
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2
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a c b a d a

d c b a b c d a
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bb a d a

iQ a
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�
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�

�
�
�

�

�
�
�
, (19)

Беручи до уваги, що
� �22

1
1 2 1 12

1
1 1 10 0 0 0� � � �� � �� � � � � �� �x u x l x u x l, , , ,� � =

� � � � � � ��
�

�
� � �� � � ��� � � �Im , , , ,� �22

1
1 12

1
1 1 1 2 10 0 0 0x i x u x l i u x l� � ���� ��� �

і виконуючи інтегрування в (17) з використанням 
(18), (19) і значення інтегралу [15]

1
2

1 2

0

1 0 5
��

�
�

�
�
� �

�� �
�

�
x
x

dx
i

i. �
� �

�
,

одержуємо

G
g

a c
Q a

P a

b a d a
�

�� �
�

� � � � �
�� � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�

� �1 1 2
2

,    (20)

Одна відкрита тріщина. Для підтвердження 
обґрунтованості отриманого розв’язку припу-
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стимо, що є тільки одна відкрита тріщина. У цьому 
випадку залишається задача лінійного спряження

F x F x1 1 1 1 1 0� �� � � � � ��  для x c a1 � � �, ,          (21)
для якої залишаються справедливими умови на 
нескінченності (8).

Розв’язок рівняння (21) при умовах на нескін-
ченності (8) знайдений на основі [16] у вигляді

F z i
z a c i a c

z c z a

z c
z a

i

� � � �� � � �� � � �� �
�� � �� �

�
�

�
�
�

�
�
�

� �
 � �

� �/ 2 ,   (22)

Напруження на межі поділу матеріалів знай-
дені на основі (4) у формі

� �22
1

1 12
1

10 0� � � �� � � � � �x i x, ,

� �� � � �� � � �� �
�� � �� �

�
�

�

�
�

�

�
�

� �� �
�

�

i
x a c i a c

x c x a

x c
x a

i

1

1 1

1

1

2/

для x a1 > ,                             (23)
Використовуючи рівняння (23) для x a1 0� � , 

знаходимо КІН у формі:

K iK i i a ca a i

1 2

0 5

2
1 2� � �� � �� � �� �� � ��

� � � �. ,  (24)

ШВЕ знаходиться аналогічно розділу 3 і має 
вигляд

G K K a0 1
2

2
2 2 2 2

1 4� �� � � � � � � � �� �� �� � � � � �( ) , (25)

де � �
� �

�
�

��

�
�

�

�
�

1
16

1 1
2

1

1

2

2ch ��
�
�

�
�

.

Числові результати та їх аналіз. Для чисель-
ної реалізації отриманих результатів вибиралися 
матеріали з такими характеристиками: E Ïà1

510= ,  
E Ïà2

910= , � �1 2 0 3� � . . Положення відкритої  
тріщини не змінювалось, тобто вибиралось  
c= –2, a = 0.

На рис. 2 наведено графіки дотичного �12
1

1 0� � � �x ,  
та нормального �22

1
1 0� � � �x ,  напружень на відрізку 

a b,� �  при положенні вершин закритої тріщини 
b = 0 4. , d = 3  і �� � 100  Па, �� � 200  Па.

Графіки отримано як за формулою (12), яка 
описує аналітичний розв’язок, так і за допомогою 
багатоцільового скінченно-елементного комп-
лексу для інженерного аналізу ABAQUS. В остан-
ньому випадку область розглядалась як скінченна, 
але її розмір був набагато більшим, ніж довжина 
тріщинуватої області. Проводилось згущення 
сітки біля тріщини і особливо біля її вершин. 
Суцільні криві відповідають точному аналітич-
ному розв’язку, а пунктирні криві з трикутними 
маркерами побудовані за числовими значеннями, 
які отримані за допомогою пакету ABAQUS. 
Видно, що результати аналітичного і чисельного 
аналізів добре узгоджуються, що свідчить про 
достовірність отриманого розв’язку.

Проаналізовано залежність стрибка перемі-
щення u x2 1 0,� �  при варіюванні дотичного напру-
ження на нескінченості �� � 200 400 600, ,  Па (криві 
І, ІІ, ІІІ відповідно) для �� � 100  Па і фіксованих 
значень b=1, d=3. Також наведено графік стрибка 
переміщення u x2 1 0,� �  для випадку, коли закрита 
тріщина знаходиться досить далеко від відкри-
тої, а саме: b = 8 , d = 10 . При цьому �� � 200  Па, 
�� � 100  Па. На рис. 3 цей графік представлено 
пунктирною лінією. Видно, що збільшення дотич-
ного напруження на нескінченості ��  призводить 
до значної модифікації розкриття тріщини і навіть 
до зміни його знаку в деякій частині області трі-
щини. Це вказує на необхідність використання 
контактної моделі тріщини для таких випадків 
зовнішнього навантаження.

 

Рис. 2. Графіки дотичного �12
1

1 0� � � �x ,  та нормального �22
1

1 0� � � �x ,  
напружень на відрізку a b,� �  при положенні вершин  

закритої тріщини b = 0 4. , d = 3  і �� � 100  Па, �� � 200 Па
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Графіки дотичного напруження �12
1

1 0� � � �x ,  в пра-
вому околі закритої тріщини наведено на рис. 4 
для тих же значень параметрів, що і на рис. 3. 

Як видно з отриманих результатів, зі збільшен-
ням дотичного напруження ��  на нескінченності 
пропорційно збільшуються і значення дотичного 
напруження �12

1
1 0� � � �x , .

Висновки. Розглянуто взаємодію відкритої і 
закритої тріщин на межі поділу ізотропних матері-
алів. Для розв’язання задачі використані одержані 
раніше представлення напружень та похідних від 
стрибків переміщень через кусково-аналітичну 
функцію. В результаті проблему зведено до ком-
бінованої крайової задачі Діріхле-Рімана, для якої 
представлено точний аналітичний розв’язок. На 
основі цього розв’язку знайдені досить прості 
вирази для напружень на межі поділу матеріалів, 
а також коефіцієнти інтенсивності напружень та 

швидкість звільнення енергії біля вершин трі-
щин. Показано, що має місце осцилююча коре-
нева особливість у вершинах відкритої тріщини і 
звичайна коренева особливість у вершинах закри-
тої тріщини. Поведінка напружень та переміщень 
представлена графічно. Виявлено, що для досить 
інтенсивного поля зовнішніх зсувних напружень 
береги тріщини починають перетинатись, що 
вказує на необхідність використання контактної 
моделі тріщини для таких випадків.

Подібну задачу, але для біматеріального тіла 
скінчених розмірів, змодельовано і розв’язано за 
допомогою студентської версії кінцево-елементного 
пакету ABAQUS. Порівняння отриманих аналітич-
них формул із результатами за методом скінчених 
елементів продемонструвало їх гарне узгодження та 
додатково підтвердило правильність застосованих у 
цій роботі методів та отриманих розв’язків.
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