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Розглядається задача про вимушені резонансні коливання та диси-

пативний розігрів шарнірно закріпленої циліндричної оболонки з 

п’єзоелектричним сенсором. Постановка задачі виконана у межах 

уточненої теорії оболонок С. П. Тимошенка. Об’єктом дослідження 

є тришарова циліндрична оболонка, навантажена осесиметричним 

поверхневим тиском. Зовнішнє навантаження змінюється у часі за 

гармонічним законом. Задача електротермомеханіки, що розгляда-

ється, є взаємнозв’язаною та нелінійною. Для цієї задачі отримано 

фізичні, геометричні рівняння та рівняння руху. Її розв’язання зво-

диться до інтегрування нормальної системи диференціальних рів-

нянь. Для її інтегрування застосовано покроковий за часом метод. 

Наведено чисельний розв’язок задачі, здійснено його аналіз. 
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The problem of forced resonance oscillations and dissociative heating of 

a hinged cylindrical shell with a piezoelectric sensor is considered. The 

formulation of the problem is carried out within the framework of the 

refined theory of shells by S.P. Tymoshenko. The object of study is a 

three-layer cylindrical shell loaded with axisymmetric surface pressure. 

The external load changes in time according to the harmonic law. The 

inner layer of the shell is made of passive transversal-isotropic material. 

The outer layers are made of sandstone, polarized in thickness in oppo-

site directions. The materials of the layers are viscoelastic and their 

properties are temperature dependent. The surfaces in contact with the 

passive layer are covered with continuous, infinitesimally thin electrodes 

on which the electric potential is given. The problem of electro-

thermomechanics under consideration is interconnected and non-linear. 

For this problem, physical, geometric and motion equations are obtained. 

The method of its solving is constructed and implemented. The problem 

of forced oscillation and vibration of the shell is reduced to the solution 

of the partial differential equation system with known boundary and 

initial conditions. A step-by-step method is used to integrate it. The 

numerical solution of the problem is given. The calculations were 

performed in the vicinity of the first frequency of the bending mode 

oscillations of the shell. The obtained numerical solution is analyzed. 
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1. Вступ 

Широке застосування в якості функціо-

нальних складових конструкцій сучасної те-

хніки мають конструктивні елементи типу 

балок, пластинок і оболонок із непружних 

матеріалів з характерними властивостями 

шаруватості, анізотропії матеріалів та підда-

тливості на зсув. В більшості випадків вони 

знаходяться в стані вимушених коливань під 

дією інтенсивних гармонічних навантажень 

з частотою, що близька до резонансної. При 

цьому через внутрішні гістерезисні втрати в 

непружних матеріалах процес експлуатації 

тонкостінних елементів супроводжується 

дисипативним розігрівом [2, 3]. Такі умови 

експлуатації можуть призвести до втрати 

працездатності конструктивних елементів 

через високі рівні динамічних напружень, 

амплітуд прогинів, температури вібророзіг-

ріву та ін. Для зниження рівня амплітуд ко-

ливань тонкостінних елементів конструкцій 

(балок, пластин і оболонок) широко викори-

стовують розподілені актуатори і сенсори, 

які зазвичай виготовляють з п’єзоактивних 

матеріалів [8, 9, 14-16]. Для активного га-

сіння вимушених коливань широко викори-

стовується спосіб нанесення на зовнішні по-

верхні тонкостінного елемента п’єзоелект-

ричних шарів, до електродів яких подається 

різниця електричних потенціалів відповід-

ної амплітуди і фази, для нейтралізації дії 

механічного збудження. Через те, що у бага-

тьох випадках тонкостінні елементи з п’єзо-

електричними включеннями знаходяться 

під дією інтенсивних циклічних наванта-

жень (які зумовлюють високий рівень меха-

нічних напружень, прогинів та дисипатив-

ного розігріву), необхідно враховувати ефе-

кти фізичної і геометричної нелінійностей, а 

також їх вплив на термомеханічний стан 

конструкції. 

Побудова електротермомеханічних мо-

делей та розв’язок конкретних задач про ви-

мушені коливання і дисипативний розігрів 

тонкостінних шаруватих балок, пластинок і 

оболонок із непружних пасивних (без п’єзо-

ефекта) і п’єзоактивних матеріалів та їх ко-

нтроль п’єзоелектричними складовими міс-

тяться в багатьох наукових працях [5-7, 12, 

13] та ін., результати яких узагальнені в 

оглядах [10, 11]. Зокрема, в рамках класич-

ної теорії оболонок Кірхгофа-Лява задача 

про вимушені коливання і вібророзігрів 

в’язкопружних циліндричних оболонок і їх 

контроль п’єзоелектричними актуаторами 

та сенсорами розглядається в [4-7] .  

В цій статті в рамках уточненої теорії 

оболонок С. П. Тимошенка проводиться по-

становка задачі про вимушені резонансні 

коливання і дисипативний розігрів шарні-

рно закріпленої циліндричної оболонки з 

п’єзоелектричним сенсором. 

2. Постановка задачі. Основні рівняння 

Розглянемо тришарову циліндричну 

оболонку довжиною l, віднесену до ортого-

нальної системи координат 𝛼, 𝜃, 𝑧  коорди-

натою 𝑧 = 0 на середині внутрішнього шару 

радіуса 𝑅 і товщини ℎ0. Внутрішній шар ви-

готовлено із пасивного трансверсально-ізот-

ропного матеріалу, а зовнішні товщиною ℎ1 

– із поляризованої по товщині в протилеж-

них напрямках п’єзокераміки. Матеріали 

шарів вважаємо в’язкопружними, властиво-

сті яких залежать від температури. Поляри-

зація верхнього (𝑧 ≥ ℎ0 2⁄ ) і нижнього (𝑧 ≤
≤ ℎ0 2⁄ ) п’єзошарів характеризуються зна-

ченнями п’єзомодулів +𝑑31 і −𝑑31 відпо-

відно. Поверхні, що контактують з пасив-

ним шаром, покриті суцільними нескін-

ченно тонкими електродами, на яких задано 

електричний потенціал   𝜑(± ℎ0 2) = 0⁄ . По-

верхні 𝑧 = ±(ℎ0 2 + ℎ1)⁄  електродовані на 

ділянці 𝑠± = 2𝜋𝑅Δ𝛼 (Δ𝛼 = 𝛼1 + 𝛼0 та не-

електродовані поза 𝑠±, де виконуються такі 

електростатичні граничні умови: 

∬ 𝐷𝑧
±

𝑠±

𝑑𝑧 = 0,   (𝛼0 < 𝛼 ≤ 𝛼1); 

𝐷𝑧
± = 0, (0 ≤ 𝛼 < 𝛼0,  𝛼1 < 𝛼 ≤ ℓ), (1) 

де Dz
± – нормальна складова електричної ін-

дукції в п’єзоелектричних шарах. 

Оболонка навантажена осесиметричним 

поверхневим тиском 𝑞𝑧 = 𝑞𝑧(𝛼)𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡́ , що 

змінюється за часом t з амплітудою 𝑞�́� і кру-

говою частотою 𝜔, яка близька до резонанс-

ної. В результаті гармонічного деформу-

вання на розімкнутих електродах сенсора s± 

виникають електричні потенціали ±𝑉𝑠, амп-

літудні значення яких розраховуються або 

визначаються експериментально. Прийма-

ємо, що торці оболонки вільні в тангенціа-

льному і шарнірно закріплені в поперечному 
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напрямках, а на її граничних поверхнях ви-

конуються умови конвективного теплооб-

міну з зовнішнім середовищем температу-

ри Тс. 

При математичному моделюванні пос-

тавленої задачі приймаємо, що по всьому 

пакету шарів виконуються гіпотези 

С. П. Тимошенка для механічних величин. 

Відносно електричних змінних допускаємо, 

що складовими 𝐷𝛼, 𝐷𝜃 вектора електричної 

індукції в п’єзошарах можна знехтувати, а 

складові вектора електричної напруженості 

𝐸𝛼 , 𝐸𝜃 знаходяться із визначальних рівнянь 

𝐷𝛼 = 0, 𝐷𝜃 = 0. При цьому із рівнянь елект-

ростатики випливає, що нормальна складова 

𝐷𝑧  =  const в п’єзошарах не залежить від то-

вщинної координати [2]. В’язкопружні вла-

стивості матеріалів описуються концепцією 

комплексних модулів [2, 3], складові яких 

залежать від температури. Температуру ди-

сипативного розігріву оболонки вважаємо 

постійною по товщині пакету шарів. 

З використанням методології [2, 4] та 

прийнятих припущень задача про вимушені 

коливання і вібророзігрів розглядуваної 

оболонки відносно шуканих комплексних 

величин зводиться до розв’язку: 

рівнянь гармонічних коливань (множник 

𝑒𝑖𝜔𝑡 опускаємо) 

𝜕𝑁𝛼

𝜕𝛼
+ 𝜌•𝜔2𝑢 = 0, 

𝜕𝑄𝛼

𝜕𝛼
−

𝑁𝜃

𝑅
+ 𝜌••𝜔2 + 𝑞𝑧 = 0, 

𝜕𝑀𝛼

𝜕𝛼
− 𝑄𝛼 + 𝜌••𝜔2𝜓𝛼 = 0; (2) 

визначальних співвідношень для зусиль і 

моментів 

Nα = C11εα + C12εθ, 

Nθ = C12εα + C11εθ, 

Qα = kSC44εαz, 

Mα = D11κα + ME, 

Mθ = D12κα + ME;                    (3) 

залежностей між амплітудними значеннями 

деформацій і переміщень 

휀𝛼 =
𝑑𝑢

𝑑𝛼
, 휀𝜃 =

𝑤

𝑅
, 

𝜅𝛼 =
𝑑𝜓𝛼

𝑑𝛼
, 

𝜗𝛼 = −
𝑑𝑤

𝑑𝛼
, 

휀𝛼𝑧 = 𝜓𝛼 − 𝜗𝛼; (4) 

виразів для електричної індукції в п’єзоша-

рах 

𝐷±
𝑧 = −𝑏33

𝑉𝑎

ℎ1
± 𝑏31(휀 ∓ ℎ̄1𝜅𝛼) (5) 

(𝑧 ≤ − ℎ0 2⁄ , 𝑧 ≥ ℎ0 2⁄ ), 

усередненого за період коливань і по тов-

щині оболонки рівняння теплопровідності 

1

a

∂T

∂t
=

∂2T

∂α2
−

2αS

λH
(T − Tc) +

ω

2λH
⟨W⟩; (6) 

дисипативної функції 

⟨𝑊⟩ = 𝑁𝛼
″휀𝛼

′ − 𝑁𝛼
′ 휀𝛼

″ + 𝑁𝜃
″휀𝜃

′ − 𝑁𝜃
′ 휀𝜃

″ + 

+𝑀𝛼
″𝜅𝛼

′ − 𝑀𝛼
′ 𝜅𝛼

″ + 𝑄𝛼
″휀𝛼𝑧

′ − 𝑄𝛼
′ 휀𝛼𝑧

″ . (7) 

Механічні граничні умови такі: 

𝑁𝛼 = 0, 𝑤 = 0, 𝑀𝛼 = 0 (𝛼 = 0, 𝑙). (8) 

Граничні і початкові умови для рівнянь 

теплопровідності мають вигляд 

𝜆
∂𝑇

∂𝛼
= ±𝛼0,𝑙(𝑇 − 𝑇𝑐) (9) 

(𝛼 = 0, 𝑙) 𝑇 = 𝑇0 (𝑡 = 0). 

Обумовлена гармонічним деформуван-

ням оболонки амплітуда електричних поте-

нціалів на розімкнутих електродах сенсора 

на основі розв’язку задачі (2)- (9) і першої 

граничної умови (1) обчислюється за фор-

мулою 

𝑉𝑆

ℎ1
=

∫ 𝑏31(휀 + ℎ⃛𝜅𝛼)𝑑𝛼
𝛼1

𝛼0

∫ 𝑏33𝑑𝛼
𝛼1

𝛼0

. (10) 

У співвідношеннях (2)-(10) введені на-

ступні позначення: 

𝐶1𝑛 = 𝑐1𝑛ℎ0 + (𝑐1𝑛
𝐸 + 𝛾33)ℎ1, 

𝐶44 = 𝐺𝛼𝑧ℎ0 + 2𝑐44
𝐸 ℎ1, 

𝐷1𝑛 = (𝑐1𝑛ℎ0
3 + 2(𝑐1𝑛

𝐸 + 𝛾33)ℎ̄13/12, 

𝑐11 =
𝐸

1 − 𝜈2
, 𝑐12 = 𝜈𝑐11, 

𝑐11
𝐸 = 1 𝑠11

𝐸 (1 − 𝜈𝐸
2),⁄  

𝑐12
𝐸 = 𝜈𝐸𝑐11

𝐸 , 𝜈𝐸 = −
𝑠12

𝐸

𝑠11
𝐸 , 

𝑐44
𝐸 =

1

𝑠44
𝐸 −

𝑑15
2

휀11
𝑇

, 

𝑏31 =
𝑑31

𝑠11
𝐸 (1 − 𝜈𝐸)

, 
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𝑏33 = 휀33
𝑇 (1 − 𝑘𝑝

2), 

𝑘𝑝
2 =

2𝑑31
2

[휀33
𝑇 𝑠11

𝐸 (1 − 𝜈𝐸)]
, 

𝛾33 =
𝑏31

2

𝑏33
, 

𝜌• = 2𝜌1ℎ1 + 𝜌0ℎ0, 

𝜌•• =
2𝜌1ℎ̄13 + 𝜌•ℎ0

3

12
, 

ℎ̄13 = 4ℎ1
3 + 6ℎ1ℎ0

2 + 3ℎ1ℎ0
2, 

ℎ̄1 =
ℎ0 + ℎ1

2
, 

𝐻 = 2ℎ1 + ℎ0, 

휀 = 휀𝛼 + 휀𝜃, 

𝑠𝑘𝑘
𝐸 = 𝑠𝑘𝑘

′ (1 − 𝑖𝛿𝑘𝑘
𝑠 ), 

𝑑𝑖𝑘 = 𝑑𝑖𝑘
′ (1 − 𝑖𝛿𝑖𝑘

𝑑 ), 

휀𝑘𝑘
𝑇 = 휀𝑘𝑘

′ (1 − 𝑖𝛿𝑘𝑘
𝜀 ) (11) 

– залежні від температури комплексні пода-

тливості, п’єзомодулі і діелектричні прони-

кливості п’єзокераміки; 𝐸 = 𝐸′ + 𝑖𝐸″,  
𝐺𝛼𝑧 = 𝐺𝛼𝑧

′ + 𝑖𝐺𝛼𝑧
″ , 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – модулі Юнга 

і поперечного зсуву та коефіцієнт Пуассона 

пасивного матеріалу; 𝑘𝑠 – коефіцієнт попе-

речного зсуву, 𝑤 = 𝑤 ′ + 𝑖𝑤″, 𝑢 = 𝑢′ + 𝑖𝑢″, 
𝜓𝛼 = 𝜓𝛼

′ + 𝑖𝜓𝛼
″  – амплітуди прогинів, поздо-

вжніх переміщень і кута повороту нормаль-

ного елемента; 𝑁𝛼 ,  𝑁𝜃, 𝑄𝛼 і 𝑀𝛼 , 𝑀𝜃 – амп-

літуди зусиль і згинаючих моментів; 𝜌0, 𝜌1 

– питомі густини пасивного і п’єзоактив-

ного матеріалів; 𝜆, 𝑎 – усереднені коефіціє-

нти тепло- і температуропровідності;  

𝛼𝑠 = (𝛼+ + 𝛼−)/2; 𝛼±, 𝛼0,𝑙 – коефіцієнти те-

плообміну на відповідних поверхнях і тор-

цях оболонки; 𝑇0 – початкова температура 

оболонки. 

3. Методика побудови розв’язку задачі 

Задача електротермомеханіки (2)-(9) че-

рез залежність властивостей матеріалів від 

температури є взаємнозв’язаною і неліній-

ною. Для її розв’язання застосовується пок-

роковий за часом метод [2]. При цьому рів-

няння (2)-(4) записуються відносно шуканих 

величин 𝑁𝛼, 𝑄𝛼, 𝑀𝛼, 𝑢, 𝑤, 𝜓𝛼 у вигляді зви-

чайних диференціальних рівнянь нормаль-

ної форми 

∂𝑁𝛼

∂𝛼
= −𝜌•𝜔2𝑢, 

∂𝑀𝛼

∂𝛼
= 𝑄𝑥 − 𝜌••𝜔2𝜓𝛼 , 

∂𝑄𝛼

∂𝛼
=

𝜈𝐶

𝑅
𝑁𝛼 +

�̃�11

𝑅2
𝑤 − 𝑞𝑧 − 𝜌•𝜔2𝑤, 

𝑑𝑢

𝑑𝛼
= 𝐽𝐶𝑁𝛼 −

𝜈𝐶

𝑅
𝑤, 

∂𝜓𝛼

∂𝛼
= 𝐽𝐷𝑀𝛼 , 

∂𝑤

∂𝛼
= −𝜓𝛼 + 𝐽𝑆𝐷𝑄𝛼, (12) 

де 𝐽𝐶 = 1 𝐶11⁄ , 𝐽𝐷 = 1 𝐷11⁄ , 𝜈𝐶 = 𝐶12 𝐶11⁄ , 

�̃�11 = 𝐶(1 − 𝜈2), 𝐽𝑆𝐷 = 1 (𝑘𝑠𝐶44)⁄ . 

Систему рівнянь (12) з граничними умо-

вами (8) розділяємо на дійсну і уявну час-

тини і на кожному кроці за часом інтегруємо 

її з використанням типової програми 

розв’язання системи звичайних диференціа-

льних рівнянь. На першому кроці розв’язу-

ється лінійна задача при ізотермічних влас-

тивостях матеріалів. Потім обчислюємо ди-

сипативну функцію (7) і розв’язуємо задачу 

теплопровідності (6), (9) методом кінцевих 

різниць з використанням явної схеми. Далі з 

урахуванням розподілу температури обчис-

люємо жорсткісні характеристики (11) і про-

цес повторюємо на наступному кроці за ча-

сом. При реалізації такої методології вико-

ристовуються безрозмірні просторова  

𝑥 = 𝛼/ℓ і часова 𝜏 = 𝑎𝑡/ℓ
2
 координати та 

параметри 𝛾𝑠 = 𝛼±,0,ℓℓ/𝜆 при 𝜈𝐸 = const. 

4. Результати числових розрахунків та їх 

аналіз 

Розрахунки проведені в околі першої ча-

стоти найбільш енергоємної згинальної 

моди коливань оболонки, внутрішній шар 

якої виготовлено із пасивного полімеру [8], 

а зовнішні п’єзошари сенсора – із в’язкопру-

жної п’єзокераміки ЦТСтБС–2 [1]. Темпера-

турні залежності їх експериментально отри-

маних в’язкопружних характеристик апрок-

симувались такими виразами: 

𝐸′ = (1672 − 118,6𝑇) ⋅ 106Па, 

 𝐸″ = (15,01 − 1,205𝑇) ⋅ 106Па, 

𝐺𝛼𝑧 = 0,04𝐸,   𝜈 = 0,36, 

𝑠11
′ = 12,5(1 − 0,3077 ⋅ 10−3�̄̄�) 

10−12м /Н
2 , 

𝑠44
′ = 39,7(1 + 0,5458 ⋅ 10−3�̄�) 

10−12м /Н
2 , 

𝛿11
𝑠 = 0,16(1 + 0,6155 ⋅ 10−3�̄� + 
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+0,4158 ⋅ 10−4�̄�2) ⋅ 10−2, 

  �̄̇� = 𝑇 − 𝑇0,  𝜈𝐸 = 0,37; 
𝛿44

𝑠 = 0,14(1 + 8,33 ⋅ 10−3�̄�) ⋅ 10−2, 
𝑑31

′ = −1,6(1 + 0,219 ⋅ 10−2�̄�) ⋅ 10−10Кл/м, 

𝛿31
𝑑 = 0,4 (1 + 1,198 ⋅ 10−2�̄̇� + 

+1,823 ⋅ 10−4�̄�2) ⋅ 10−2, 
𝜆 = 0,45Вт/м°С, 

𝑑15
′ = 4,5(1 + 0,9722 ⋅ 10−3�̄�) ⋅ 10−10Кл/м, 

  𝛿15
𝑑 = 0,35(1 + 0,3571 ⋅ 10−2�̄�) ⋅ 10−2, 

휀11
′ = 18,5휀0(1 + 0,4505 ⋅ 10−2�̄�) ⋅ 102, 

𝛿11
𝜀 = 0,5(1 + 0,015�̄�) ⋅ 10−2, 

휀33
′ = 21휀0(1 + 0,111 ⋅ 10−3�̄� + 

+0,8426 ⋅ 10−4�̄�2) ⋅ 102, 
휀0 = 8,854 ⋅ 10−12Ф/м; 

𝛿33
𝜀 = 0,35(1 + 0,0119�̄� + 
+0,119 ⋅ 10−3�̄�2) ⋅ 10−2, 

𝜌0 = 929кг/м3, 
𝜌1 = 7520кг/м3. 

Геометричні параметри оболонки такі: 

ℓ =0,2 м, ℎ0 =0,04 м, ℎ1 =0,1·10–4 м,  

𝑅 =0,2 м. Коефіцієнт поперечного зсуву 

𝑘𝑠 = 5 6⁄  [2]. 
П’єзоактивні ділянки сенсора вибира-

лись так, щоб його середина співпадала з ко-
ординатою максимальних прогинів оболо-
нки. 

Залежності амплітуди електричного по-

тенціалу 𝑉𝑠
1, обчисленого за формулою (10) 

при ізотермічних властивостях матеріалів 

(𝑇 = 𝑇0) оболонки з постійною амплітудою 

навантаження 𝑞𝑧
′ = 𝑞0 =1 Па, від безрозмір-

ного параметра ширини еталонного сенсора 
показані кривими 1, 2 на рис. 1. 

 
Рис. 1 

Крива 1 розрахована на резонансній ча-

стоті 𝜔𝑝 =9000 с–1 в класичній постановці 

задачі, а крива 2 – на частоті 8800 с–1 при 
врахуванні деформації поперечного зсуву. 
Тут і далі при розрахунках прийнято, що 

центр сенсора співпадає з координатою  

𝑥 = 0,5 максимальних прогинів оболонки. З 
рис. 1 видно, що врахування деформації 

зсуву зменшує показник 𝑉𝑠
1 для всіх розмірів 

сенсора, а найменше його числове значення 
досягається при повному покритті оболонки 

п’єзошарами (𝛥 =1). Нижче числові резуль-

тати наведені для сенсора ширини 𝛥 =1. 
На рис. 2, 3 і 4 показані частотні залеж-

ності максимальних значень амплітуд про-

гину �̃� = |𝑤(0,5𝑙)| ℎ0⁄ ·103 м електричного 

показника сенсора 𝑉𝑠 і усталеної темпера-

тури 𝑇𝑚 дисипативного розігріву при виму-
шених коливаннях оболонки з амплітудою 

навантаження 𝑞0 =0,4·104 Па і параметром 

теплообміну 𝛾𝑠 =0,5. 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 

Криві 1 розраховані для випадку класи-
чної постановки задачі, а криві 2 – при вра-
хуванні деформації поперечного зсуву та 
інерції повороту. При цьому штрихові лінії 
обчислені при ізотермічних властивостях 
матеріалів, а суцільні – при врахуванні їх  
температурної залежності. Аналіз кривих на 
рис. 2-4 показує, що врахування деформації 
поперечного зсуву супроводжується змі-
щенням частотних характеристик в сторону 
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зменшення частоти резонансу, деяким збіль-
шенням амплітуди та зменшенням електри-
чного показника сенсора і температури віб-
ророзігріву на уточненій частоті.  

 
Рис. 4 

Врахування температурної залежності 

властивостей матеріалів приводить до відо-

мого ефекту трансформації частотних хара-

ктеристик  в характеристики «м’якого» типу 

[5, 6] як у випадку класичної, так і уточненої 

постановок задачі. 

5. Висновки 

Наведено постановку та числовий 

розв’язок задачі про вимушені резонансні 

коливання і дисипативний розігрів шарні-

рно опертої в’язкопружної циліндричної 

оболонки з п’єзоелектричними сенсорами 

при осесиметричному моногармонічному 

навантаженні та врахуванні деформації по-

перечного зсуву. Виведено фізичні, геомет-

ричні рівняння та рівняння руху. Побудо-

вано та описано методику розв’язку задачі. 
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