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У лінійній постановці отримано і досліджено частотне рівняння 
власних коливань пластини, яка горизонтально розділяє двошарову 
ідеальну рідину з вільною поверхнею в прямокутному каналі. Контури 
пластини можуть мати довільні закріплення. Спільні коливання пружної 
пластини і двошарової рідини з вільною поверхнею моделюються  
з допомогою системи інтегро-диференціальних рівнянь. Для затиснених 
контурів пластини отримано єдину форму частотного рівняння як для 
симетричних, так і несиметричних спільних коливань пластини і рідини. 
Розглянуто граничні випадки виродження пластини в мембрану та  
її відсутність. Показано, що при глибині верхньої рідини більшої ширини 
каналу впливом вільної поверхні на частотний спектр можна нехтувати. 
Уточнено умови стійкості спільних коливань пластини і рідини з вільною 
поверхнею для таких трьох випадків, як відсутність розтягувальних зусиль 
у пластині, виродження пластини в мембрану і випадок рідин з однаковою 
щільністю за умов дії на пластину стискальних зусиль. Показано, що 
в першому випадку наближені значення умов стійкості занижено для 
несиметричних частот у 1,050 разів, а для симетричних – у 1,075 разів. 
У випадку мембрани наближені значення занижено для несиметричних 
частот у 1,251 раз, а для симетричних – у 1,222 рази. У третьому випадку 
наближені значення занижено для несиметричних частот у 1,002 рази,  
а для симетричних – у 1,010 разів. Таким чином, для пластини наближені 
значення умов стійкості з достатньою для практики точністю збігаються 
з точними, а у разі мембрани для наближених обчислень слід ураховувати 
більше двох членів ряду. На підставі проведених досліджень і результатів 
попередніх робіт можна стверджувати, що наближені й точні умови 
стійкості спільних коливань пластини і двошарової рідини не залежать 
від наявності вільної поверхні, її відсутності і навіть від наявності 
пружної пластини на вільній поверхні верхньої рідини.
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In a linear formulation, the frequency equation of natural vibrations of a 
plate horizontally separating a two-layer ideal fluid with a free surface in a 
rectangular channel is derived and investigated. The contours of the plate can 
have arbitrary fixings. Joint vibrations of an elastic plate and a two-layer fluid 
with a free surface are reduced to a system of integro-differential equations. 
For the clamped contours of the plate, a unified form of the frequency equation 
is obtained for both symmetric and asymmetric joint vibrations of the plate and 
fluid. It is shown that if the depth of filling the upper liquid is greater than the 
channel width, then the effect of the free surface on the frequency spectrum can 
be neglected. The limiting cases of degeneration of a plate into a membrane and 
its absence are considered. The conditions for the stability of joint vibrations of 
a plate and a fluid with a free surface are specified for three cases: the absence 
of tensile forces in the plate, degeneration of the plate into a membrane, and 
the case of fluids with the same densities under compressive forces acting 
on the plate. It is shown that, in the first case, the approximate values of the 
stability conditions are underestimated for asymmetric frequencies by a factor 
of 1.050, and for symmetric frequencies – by a factor of 1.075. In the case 
of a membrane, the approximate values are underestimated for unbalanced 
frequencies by 1.002 times, and for symmetrical frequencies by 1.010 times. 
In the third case, the approximate values are underestimated for unbalanced 
frequencies by 1.002 times, and for symmetric ones – by 1.010 times. Thus, 
for a plate, the approximate values of the stability conditions coincide with the 
exact ones with sufficient accuracy for practice, and in the case of a membrane, 
for approximate calculations it is necessary to take into account more than 
two terms of the series. Based on the studies carried out and the results of 
previous works, it can be argued that the approximate and exact conditions for 
the stability of joint vibrations of a plate and a two-layer liquid do not depend 
on the presence of a free surface, its absence, and even in the presence of an 
elastic plate on the free surface of the liquid.

Key words: hydroelasticity, 
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Вступ. Для безпеки транспортування і збері-
гання рідких вантажів великі резервуари поділя-
ють на відсіки. Зважаючи на це, виникає питання 
про вплив пружних і масових характеристик плас-
тин, які поділяють рідини, на частотний спектр  
і стійкість коливань механічної системи. Най-
більш актуальною є ця проблема під час роботи й 
охолодження ядерних реакторів.

На основі єдиного лагранжевого підходу 
завдання щодо коливання і стійкості пружної пря-
мокутної пластинки, що розділяє ідеальні рідини 
різної щільності в прямокутному каналі, вперше 
розглянуто в роботах [1; 2]. Повне дослідження 
вільних коливань мембрани на вільної поверхні 
рідини в прямокутному каналі проведено в [3; 4]. 
У роботі [5] завдання (з урахуванням пружності 
дна) досліджувалось для мембран і двошаро-
вої рідини. У роботах [6–9] розглядалося більш 
складне завдання про коливання пластини (мемб-
рани), що розділяє ідеальні рідини в прямокутному 
каналі з однією або двома пружними основами 
у вигляді пластин або мембран. Для вирішення 
цього завдання в разі пружного дна необхідно 
враховувати статичний прогин пластин (мембран) 
[9]. Питання стійкості спільних коливань плас-
тин (мембран) і рідини досліджувалися в статтях 
[10–14]. Вплив різних способів закріплення кон-
турів пластин на частотний спектр розглянуто в 
[15–16]. Для нескінченно довгого прямокутного 
контейнера із жорсткими стінками в статті [17] 
проведено аналіз таких двох систем, як резервуар із 
жорстким дном і бічною стінкою, вільна поверхня 
якого вкрита мембраною, і контейнер із мембран-
ним дном і вільною поверхнею. Під час аналізу 
враховувалися нелінійна залежність напруження 
від деформації і велика амплітуда руху мембрани. 
Для обмежених розмірів контейнерів у літературі 
доступні тільки чисельні підходи [18–19].

Багато робіт присвячено гідропружним коли-
ванням ідеальної рідини в кругових і кільцевих 
циліндрах із жорстким і пружним дном, зокрема, 
роботи [20–23] і багато інших. Асиметричні коли-
вання круглої пластини на вільній поверхні ідеаль-
ної рідини в круговому циліндрі досліджувалися 
у [20]. У статті [21] розглядаються коливання іде-
альної рідини в круглому циліндричному резер-
вуарі з пружними підставами у вигляді круглих 
пластин. Запропоновано аналітичний метод, що 
ґрунтується на розвиненні у ряду Фур’є-Бесселя 
і методі Релея-Рітца. У статті [22] отримано час-
тотне рівняння осесиметричних коливань важкої 
двошарової ідеальної рідини в жорсткому кіль-
цевому циліндричному резервуарі з пружними 
верхом і днищем у вигляді затиснутих кільцевих 
пластин. Роботу [23] присвячено дослідженню 
частотних рівнянь несиметричних і симетричних 
власних коливань ідеальної двошарової рідини в 

жорсткому круглому циліндричному резервуарі з 
пружним верхом і днищем у вигляді затиснутих 
круглих пластин. На прикладі однорідної рідини 
з вільною поверхнею і пружним дном у вигляді 
мембрани проаналізовано аналітично і чисельно 
частотний спектр спільних коливань.

Як уже зазначалося, в роботах [6–9] розглянуто 
загальне завдання з коливання пластини (мем- 
брани), що розділяє ідеальні рідини в прямокут-
ному каналі з пружними підставами. У [6] наве-
дено частотне рівняння коливань пластини, що 
розділяє двошарову рідину з вільною поверхнею 
й отримані достатні умови стійкості. У цій роботі 
отримано це частотне рівняння, підтверджено 
зроблені припущення в роботах [6–9] і уточнено 
умови стійкості за відсутності розтягувальних 
зусиль у пластині й для рідин однакової щільності 
під час дії стискальних зусиль. У статті [6] отри-
мано наближені умови стійкості з урахуванням 
двох членів ряду частотного рівняння. Під точ-
ними умовами стійкості в цій роботі, як і в роботі 
[10], будемо розуміти умови, які виписані окремо 
від кількості членів ряду частотного рівняння.

Постановка завдання. Розглянемо плоскі 
коливання пружної прямокутної пластини, яка 
горизонтально поділяє двошарову ідеальну нестис-
ливу рідину зі щільністю ρi  ( i = 1 2, ) в прямокут-
ному каналі шириною b  (b a= 2 ). Пластина має 
постійну згинальну жорсткість D і допускається 
наявність розтягувальних та стискальних зусиль 
у серединній поверхні інтенсивності T. Контури 
пластини можуть мати довільне закріплення, 
наприклад, бути затиснені, оперті або вільні. 
Верхня рідина щільності ρ1  заповнює канал до 
глибини h1 , а нижня рідина щільності ρ2  – до гли-
бини h2 . Верхня рідина має вільну поверхню.

Рис. 1. Прямокутна пластина розділяє 
двошарову ідеальну рідину з вільною 

поверхнею в прямокутному каналі

Систему координат Oxyz розташуємо так, щоб 
площина Oxy перебувала на незбуреній середин-
ній поверхні пластини, вісь Oy була направлена 



14

Вісник Запорізького національного університету. Фізико-математичні науки. № 2 (2020) ISSN 2413-6549

вздовж каналу, а вісь Oz g
��

 – протилежно вектору 
прискорення сили тяжіння g

��
 (рис.1). Коливання 

пластини й рідини розглядатимемо в лінійній 
постановці, вважаючи спільні коливання плас-
тини і рідини безвідривними, а руху рідин потен-
ційними.

Рівняння плоских коливань пружної пластини  
і рідини мають вигляд [6; 7]:
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тини; �� � �� �2 1 ; �i y z t, ,� �  – потенціал швид-
костей i -ої рідини ( i = 1 2, ); z y t� � �� , – форма 
вільної поверхні верхньої рідини; L j1  і L j2  – 
диференціальні оператори граничних умов закрі-
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Підставивши ряди (6)–(7) в (2) і (5), скористав-
шись ортогональністю функцій ψn , отримаємо 
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З урахуванням співвідношень (6)–(9), рівняння 
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Із другого співвідношення у (5) і співвідно-

шень (9) отримаємо
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тоти коливань вільної поверхні верхньої рідини  
у випадку абсолютно жорсткої пластини (W = 0 ).

Таким чином, спільні коливання пружної плас-
тини і рідини з вільною поверхні знаходять із сис-
теми інтегро-диференціальних рівнянь (9)–(10), 
граничних умов (3), умов нестисливості рідини 
(4) і заданих початкових умов.

Власні частоти спільних коливань пруж-
ної пластини і рідини. Для знаходження влас-
них частот спільних коливань пружної пластини  
і рідини покладемо
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Отже, власні частоти і форми спільних коли-
вання пружної пластини і рідини знаходять із сис-
теми інтегро-диференціальних рівнянь (13)–(15)  
і граничних умов (16).

Розв’язок рівняння (13) будемо шукати  
у вигляді
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де wk
0  (k = 1 4, ) – фундаментальна система 

розв’язків однорідного рівняння
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Невідомі константи Cn  і w0  виразимо через 
константи Ak0 , які будуть знайдені з умов закрі-
плення пластини.

Підставивши (17) у рівняння (13) і скорис-
тавшись співвідношеннями d

dx
k

d
dx

kn
n n

n
n n

2

2
2

4

4
4�

�
�

�� � �, , 
виразимо константу Cn  через wn

C a w k dn n n n n� ��2 ,                (19)

де d Dk T k g kn n n� �� � � � �2 2
0

2� � .
Підставивши (17) у (14) і враховуючи (19), 

отримаємо вирази для w0  і wn

w w Ak k
k

0
0 0

1

4

� �
�
� 

,   w k d
k d a

A En
n n

n n n
k kn

k

�
� �

�
��2

0 0

1

4 .     (20)

Тут 

w
a

w dxk k
a

a
0 01

2
�

�
� ,

E
a

w dxkn k n
a

a
0 01
�

�
� � .                    (21)

З урахуванням (15), (19) і (20), остаточний 
вираз для форми прогину пластини w  набуде 
вигляду

w w w
a E
a k d

Ak k
n kn

n n n
n

n
k

k

� � �
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�� 0 0 2

0

2
1

0

1

4

 �
�

� . (22)

У формулу (22) входить чотири невідомі кон-
станти Ak0 . Із граничних умов закріплення плас-
тини (16) маємо чотири лінійних однорідних рів-
няння щодо Ak0

L Ljpk n kn jpn
n

k
k

E A0 2 0

1

0

1

4

0��

�
�

�

�
� �

�

�

�
�� � �    ( , , )p j = 1 2 . (23)

Тут

L Ljpk jp k kw w
j

0 0 0� ��� ��� �

�
, L Ljpn jp n

j

� � �� ��
�

,

� �n n n n na a k d� �� �� �2 .
Із рівності нулю визначника однорідної сис-

теми (23) випливає частотне рівняння власних 
спільних коливань пружної пластини і рідини [6]:

C
q k

qk
, =

=
1

0
4 ,                 (24)

де 

C E j p kpk jpk n kn jpn
n

� � � � �
�

�

�L L0 2 0

1

1 1 2 1 4� � ( , , ; , ) ,

C E j p kp k jpk n kn jpn
n

�
�

�

� � � � ��2
0 2 0

1

2 1 2 1 4, ( , , ; , )L L� � .

Скориставшись розвиненнями функцій wk
0   

в ряд на повній і ортогональній системі функцій ψn ,  
умовою �n

a

a

dx
�
� � 0  і позначенням (21), рівняння (24) 

можна переписати так:

C
q k

qk
, =

=
1

0
4 ,                 (25)

де

C E C Ek n kn j n
n

k j k n kn j n
n

1
0

1
1

2 2
0 2 0

2
1

� � �
�

�

�

�

� �� � �L L L,

( , , )j k= =1 1 4 ,

C E C Ek n kn j n
n

k j k n kn j n
n

3
0

1
1

4 2
0 2 0

2
1

� � �
�

�

�

�

� �� � �L L L,

( , , )j k= =2 1 4 .
Тут � �n n n n n nk d a k d� �� ��2 .
Так, наприклад, у разі жорсткого защемлення 

контурів пластини значення величин L jpn  ( p = 1 2, )  
будуть такі:

L Lj n n j n

j

j
1 2

1 1

1 2
0�

�

�� � �

�
�
�

��
�

, ,

, ,
.

Рівняння (24) і (25) при a an n
� �  (bn� � 0 ) збіга-

ються з рівнянням роботи [10]. У цій роботі верхня 
основа була тверда. Отже, власні спільні частоти 
коливання пружної пластини і рідини в прямо-
кутному каналі із жорсткими основами (тобто 
з «кришкою» на вільній поверхні) випливають 
із рівнянь (24) і (25), якщо покласти коефіцієнт 
bn
� � 0 . З зростання h b1  цей коефіцієнт прагне до 

нуля як e�2 1�h b . Таким чином, при h b1 1>  впли-
вом вільної поверхні на частотний спектр можна 
знехтувати [6].

Рівняння (25) за формою збігається з рівнян-
ням статті [10]. Його можна спростити, провівши 
обчислення і перетворення коефіцієнтів визнач-
ника цього рівняння аналогічно цій роботі. У ста-
тях [6; 8; 10] показано, що для мембрани та для 
затиснених контурів пластини частотне рівняння 
(25) спрощується і розпадається на два рівняння, 
які описують непарні й парні частоти, вони можуть 
бути записані в єдиній формі для цих частот.

Таким чином, для затиснених контурів час-
тотне рівняння (25) спрощується і розпадається 
на два рівняння, що описують несиметричні  
(n m� �2 1 ) і симетричні (n m= 2 ) частоти, та 
може бути записане в єдиній формі для цих частот 

k
a k d

n

n n nn �2
1

0�
�

�

�
�� .                   (26)

Уточнені умови стійкості коливань пря-
мокутної пластини, яка поділяє двошарову 
ідеальну рідину з вільною поверхнею. З ураху-
ванням двох членів ряду в роботі [6], розглянуто 
рівняння (26) й отримано достатні умови стійкості 
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сумісних коливань пластини і рідини. Для непар-
них і парних форм коливань ці умови мають вигляд:
2 05 4 52 2

1 2
2 2. � � � �D a T g a� � �� � , (n = 1 3, ), (27)

3 4 2 52 2
1 2

2 2. � � � �D a T g a� � �� � , (n = 2 4, ). (28)
Умови стійкості (27)–(28) збігаються з необхід-

ними умовами стійкості в разі наявності «кришки» 
на вільній поверхні [10]. Вони не залежать від глибин 
заповнення рідин і маси пластини. Для стійкості неси-
метричних коливань, на відміну від симетричних, як 
видно з указаних умов, потрібна значно більша зги-
нальна жорсткість і величина попереднього натягу. 
З умов (27)–(28) випливає, що при g ≥ 0  і природної 
стратифікації � �1 2�  частотне рівняння (26) завжди 
має додатні корені, а плоска форма рівноваги пружної 
пластини стійка. Нестійкість може мати місце тільки 
в разі g�� � 0 , а при g > 0  (без урахування негатив-
ного перевантаження) – тільки якщо порушується 
природна стратифікація, тобто за умови � �1 2� .  
Слід зазначити, що наближені умови стійкості  
(27)–(28) можна уточнити з урахуванням трьох і 
більше членів ряду частотного рівняння, але при 
цьому доведеться скористатися умовами додатності 
коренів полінома ï -го ступеня, що значно усклад-
нило б аналітичні дослідження. 

Для знаходження критичних значень механіч-
них параметрів, за яких відбувається втрата стій-
кості, як і в роботі [10], покладемо в частотному 
рівнянні (26) �2 0� . Воно буде мати вигляд 

1
0

2 2
1 Dk T k gn nn �� � �

�
�

�

�
��

.          (29)

Рівняння (29) збігається з рівнянням цієї 
роботи, в якій отримано точні умови стійкості у 
разі мембрани та пластини за відсутності натягу  
(T = 0 ). Тому точні умови стійкості коливань 
пластини, яка поділяє двошарову рідину з віль-
ною поверхнею, будуть такими: 

D g a� �� �0.0042066 � �1 2
4    (n m� �2 1 ).   (30)

D g a� �� �0.00129876 � �1 2
4    (n m= 2 ).      (31)

Наближені значення умови стійкості, виписані 
з умови (27)–(28) при T = 0 , запишуться так:
D g a g a� �� � �� �0.39024439 =0.00400624� � � � �1 2

4 4
1 2

4 ,
(n = 1 3, ).                           (32)

D g a g a� �� � � �� �0 1176471 1 2
4 4

1 2
4. � � � � �0.0012077626 ,

(n = 2 4, ).                          (33)
Із (30)–(33) слідує, що наближені значення 

умов стійкості для пластини занижено для неси-
метричних частот у 1,050 разів, а для симетрич-
них – у 1,075 разів.

У разі виродження пластини в мембрану в 
рівнянні (26), (29) і нерівностях (27)–(28) треба 
покласти D = 0 . Точні умови стійкості коливань 

мембрани, яка поділяє двошарову рідину з віль-
ною поверхнею мають вигляд [10]:

T g a g a� �� � � �� �� � � � �1 2
2 2

1 2
20.1013

(n m� �2 1 ),                         (34)
T g a� �� �0.0495277 � �1 2

2    (n m= 2 ).     (35)
Наближені значення умови стійкості, виписані 

з умови (27)–(28) при D = 0 , запишуться так:

T g a g a� �� � � �� �4 51 2
2 2

1 2
2� � � � �0.0810

(n = 1 3, ),                           (36)
T g a g a� �� � � �� �2 51 2

2 2
1 2

2� � � � �0.04052847

(n = 2 4, ).                          (37)
Із (34)–(37) бачимо, що наближені значення 

умов стійкості для мембрани занижені для неси-
метричних частот у 1,251 раз, а для симетрич-
них – у 1,221 раз.

Слід указати на достатню близькість наближе-
ного значення і точного для пластини, тобто враху-
вання двох членів ряду дає достатню для практики 
точність. У разі мембрани для наближених обчис-
лень слід ураховувати більше двох членів ряду.

Розглянемо ще випадок, коли можна отримати 
точні умови стійкості для розглянутого завдання. 
Нехай � �1 2�  ( �� � 0 ). Із нерівностей (27)–(28) 
випливає, що під час дії розтягувальних зусиль 
або за їх відсутності (T ≥ 0 ) вони завжди будуть 
виконані. Нестійкість може виникнути тільки під 
час дії стискальних зусиль (T < 0 ).

Для знаходження критичних значень меха-
нічних параметрів, за яких відбувається втрата 
стійкості, як і раніше, в частотному рівнянні (26) 
покладемо �2 0� . Воно отримає такий вигляд: 

1
0

2 2
1 Dk T kn nn �� �

�
�

�

� .

Це рівняння можна переписати так:
1

0
4 2 2

1 n nn �
�

�

�

� �
.                     (38)

Тут � �2 2 24 0� �Ta D , T T� � � 0 .
Числові ряди 1 2 2 2

1

n n
n

�� ��� ��
�

�

� �  для непарних і пар-
них значень n  мають уявлення: 

1

2 1 2 1 322 2 2
1

4
3

m m

x x
xm �� � �� � ��

�
�
�

�
�

�

�

�
�

�
tan , (39)

1

2 2

3 3
962 2 2

1

4
2

4
m m

x x x
xm � � � � ��

�
�
�

� �
� �

�

�

�
�

�
cot ,   (40)

де x � �� 2 .
Перший корінь рівняння (38) для непарних 

n  з урахуванням (39) має значення x = 4.49341 , 
наступна точна умова стійкості 

D Ta> 0.04953  2    (n m� �2 1 ).
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Перший корінь рівняння (38) для парних n  з ура-
хуванням (40) має значення x = 5.76346 , із якого 
також випливає така уточнена умова стійкості: 

D Ta> 0.03011  2    (n m= 2 ).
Наближені значення умови стійкості, виписані 

з умови (27)–(28) при �� � 0  і T T� � � 0 , запи-
шуться так:

D Ta> 0.04943  2    (n = 1 3, ),
D Ta> 0.02980  2    (n = 2 4, ).

Таким чином, наближені значення умов 
стійкості занижені для несиметричних частот  
у 1,002 рази, а для симетричних – у 1,010 разів.

Слід також зазначити близькість наближеного 
значення і точного, тобто врахування двох членів 
ряду дає достатню точність для практики. 

У разі відсутності пластини або мембрани  
( D = 0,  T = 0,  k01 0= ) із рівнянь (10)–(11) маємо 
таке частотне рівняння коливання двошарової 
рідини в прямокутному каналі:
� � � � � � � �1 2 1 2

2
2 1 2 0�� � � �� � � �cth cth cth cthn n n nx x � , (41)

Тут x gkn n� �2 .
Для нескінченно глибокої нижньої рідини  

(h2 � � ) рівняння (41) має такий розв’язок:
x n1 1 2 1� �� ��� � � �cth ,   x2 1= ,

де gkn n�� � � �1 2 1�� �cth  – власна частота коли-
вань внутрішньої поверхні за наявності «кришки» 
на вільної поверхні, а gkn  – власна частота коли-
вань нескінченно глибокої рідини з вільною 
поверхнею.

Висновки. У лінійній постановці отримано  
і досліджено частотне рівняння власних коли-
вань пластини, яка горизонтально розділяє дво-
шарову ідеальну рідину з вільною поверхнею в 
прямокутному каналі. Контури пластини можуть 
мати довільні закріплення. Спільні коливання 
пружної пластини і двошарової рідини з вільною 
поверхнею моделюються системою інтегро-ди-
ференціальних рівнянь. Форму прогину плас-

тини подано у вигляді суми фундаментальних 
розв’язків однорідного рівняння для пластини і 
частинного розв’язку неоднорідного рівняння. 
Частинний розв’язок представлено у вигляді 
розкладання за власними функціями коливань 
ідеальної рідини в прямокутному каналі. Для 
затиснених контурів пластини отримано єдину 
форму частотного рівняння як для симетричних, 
так і для несиметричних спільних коливань плас-
тини і рідини. Розглянуто граничні випадки виро-
дження пластини в мембрану та її відсутність. 
Якщо глибина заповнено верхню рідини більше 
за ширину каналу, то впливом вільної поверхні на 
частотний спектр можна нехтувати, тобто в цьому 
разі можна замінити вільну поверхню твердої 
«кришкою». Уточнені умови стійкості спільних 
коливань пластини і рідини з вільною поверхнею 
для трьох випадків: відсутність розтягувальних 
зусиль у пластині, виродження пластини в мемб-
рану і випадок рідин з однаковою щільністю під 
час дії на пластину стискальних зусиль. Показано, 
що в першому випадку наближені значення умов 
стійкості занижені для несиметричних частот  
у 1,050 разів, а для симетричних – у 1,075 разів. 
У випадку мембрани наближені значення зани-
жено для несиметричних частот у 1,251 раз, а для 
симетричних – у 1,222 рази. У третьому випадку 
наближені значення занижено для несиметрич-
них частот у 1,002 рази, а для симетричних –  
у 1,010 разів.

Таким чином, наукове і практичне значення 
роботи полягає в тому, що для пластини набли-
жені значення умов стійкості з достатньою для 
практики точністю збігаються з точними, а у разі 
мембрани для наближених обчислень слід ура-
ховувати більше двох членів ряду. Наближені  
й точні умови стійкості спільних коливань плас-
тини і двошарової рідини не залежать від наявно-
сті вільної поверхні, «твердої» кришки на вільної 
поверхні і навіть від наявності пружної пластини 
на вільній поверхні двошарової рідини.
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